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Cette seconde Partie a pour objet principal l'in- 
tégration des équations dififiérentielles- Mais nous ne 
nous sommes pas proposé de traiter cette matière 
avec toute retendue que permettrait Tétat actuel de 
la science. Nous avons voulu simplement présenter 
un cours élémentaire de calcul intégral, à peu près 
tel qu'était celui de l'École Polytechnique il y a 
quelques années. Toutefois, nous avons cherché à 
n'omettre aucune idée importante, et à préparer à 
la lecture des ouvrages des grands géomètres, tan* 
sur l'analyse pure que sur ses applications à la mé- 
cani(|lie et à la physique. C'est dans cette vue par 
exemple que nous avons donné des formules pour 
la représentation des fonctions arbitraires par des 
séries trigonométriques ou des intégrales définies 
multiples, et montré comment ces dernières peuvent 
servir à l'expression, des intégrales des équations 
différentielles et des équations aux différentielles 
partielles. 
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CALCUL INFINITÉSIMAL. 

LIVRE IV. 

INTÉGRATION DES ÉQUATIOTÏS DIFFÉRENTIELLES. 



Dans les questions que nous avons traitées jusqu'ici, 
nous avons eu occasion de reconnaître qu'il était sou- 
vent plus facile de trouver la dérivée d'une fonction que 
celte fonction elle-même; et que cela tenait non-seule- 
ment à cfe que l'expression de la dérivée se trouvait être 
plus simple en elle-même que celle de la fonction , mais 
encore parce que sa recherche était facilitée par le droit 
qu'on a de négliger certaines quantités qui n'influent pas 
sur les résultats du calcul , et en embarrasseraient consi- 
dérablement la marche. 

Toutes les fois qu'on ne peut calculer directement une 
fonction, et que l'on peut parvenir à l'expression de sa dé- 
rivée au moyen de la variable indépendante, la question 
est ramenée au problème de calcul que nous avons traité 
précédemment , et qui consiste à remonter de la dérivée à 
la fonction. Mais il n'arrive que trop souvent que la dé- 
rivée elle-même ne peut s'exprimer immédiatement au 
moyen de la variable indépendante , et que les données du 
problème conduisent seulement à une équation où la 
fonction se trouve mêlée à une ou plusieurs de ses déri- 
vées, en même temps qu'à la variable indépendante. On 
n. I 
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a alors ce que l'on appelle une équation différentielle, et 
la difficulté se trouve considérablement augmentée. Elle 
Test plus encore lorsque Ton a plusieurs fonctions in- 
connues d^une même variable, mêlées à cette variable et à 
leurs dérivées respectives dans un nombre ^al d'équa- 
tions. Elle Test bien plus enfin lorsqu'il s'agit de fonc- 
tions de plusieurs variables indépendantes , et qu'on a 
des équations entre ces fonctions, leurs dérivées partielles 
et les variables. Et il est facile de prévoir que ces ques- 
tions, inverses de celles de la diflférentiation, doivent se 
présenter à chaque instant. 

Dans la géométrie, par exemple, les considérations de 
tangentes, de courbure, de développées, etc., dépendent 
des dérivées des coordonnées au moyen de formules 
connues. D'où il suit que toutes les fois qu'on voudra 
déterminer une courbe par des conditions dépendant de 
sa tangente, de son rayon de courbul*e, etc., si l'on 
admet, en outre , qu'on parvienne à exprimer ces condi- 
tions^ on n'obtiendra pas autre chose que des équations 
différentielles; et alors se présente ce problème d'analyse : 
ft Etant donnée une équation entre une fonction, la va- 
» riable dont elle dépend et plusieurs de ses dérivées 
» par rapport à cette variable, déterminer cette fonc- 
» tion. » 

Souvent aussi les dérivées ne se présentent pas d'elles- 
mêmes dans l'expression des conditions données, et on 
cherche à les introduire dans l'espoir de trouver à cela 
moins de difficulté qu'à introduire la fonction elle-même. 
Si l'on y parvient, la question est ramenée au même 
problème de calcul sur une et quelquefois plusieurs 
équations différentielles. Les questions de mécanique 
conduisent presque toujours à ce même problème, parce 
que la vitesse et la force motrice dans le mouvement 
d'un point matériel s'expriment d'une manière gêné- 
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raie 9 au moyen des dérivées de ses coordonnées par 
rapport au temps. H résulte de là ([ue si le mouvement 
d'un point est connu , c'est-à-dire si ses coordonnées sont 
données en fonction du temps , on peut par de simples 
différentiations déterminer la force qui produit ce mou- 
vement; maïs si, comme cela arrive le plus ordinaire- 
ment, on suppose la force donnée, et qu'on cherche à 
en déduire le mouvement, on se trouve ramené à ce 
même problème général, inverse de celui du calcul diffé- 
rentiel , et qui a pour objet de déterminer des fonctions 
d'après des équations où elles sont engagées d'une ma- 
nière donnée avec leurs dérivées et les variables indé- 
pendantes. 

Des questions physiques où il n'entre aucune considé- 
ration de forces peuvent encore ramener à ce même pro- 
blème d'analyse. Ainsi, lorsque Ion connaît à un certain 
instant les températures de tous les points d'un corps , oi)l 
peut exprimer, au moyen des dérivées partielles de la 
température I par rapport aux coordonnées, le flux de 
chaleur qui traverse un élément plan infiniment petit, 
dans une direction quelconque et en un point quelconque. 
Or on a pu déduire de l'expression générale de ce flux 
l'élévation de température que subit un élément infi- 
niment petit du corps dans un temps infiniment petit, 
en négligeant toutefois des quantités infiniment petites 
par rapport à cette élévation. On connaît, par suite, la 
dérivée partielle delà température par rapport an temps, 
et l'on a ainsi une équation entre cette dérivée et les dé- 
rivées de la même fonction par rapport aux coordonnées. 
Le problème de la détermination de la température des 
divers points du corps à une époque quelconque, s'est 
donc trouvé ramené à l'intégration d'une équation entre 
ntie fonction de plusieurs variables indépendantes et plu- 
sieurs de ses dérivées partielles. On conçoit donc de quel 
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intérêt il serait pour le progrès des sciences mathématiques 
pures ou appliquées , de résoudre le problème général de 
Fintégration des équations difTérentielles. On ne le peut 
malheureusement encore que dans des cas bien restreints 5 
et c'est cette étude qui va nous occuper maintenant , en 
limitant toutefois les théories à ce qu'elles ont de plus 
élémentaire et de plus essentiel. 



CHAPITRE PREMIER. 

des intégrales des équations différentielles 
d'ordre quelconque. 

1 . Intégrer une équation difTérentielle entre deux va- 
riables X et y^ c'est trouver toutes les valeurs de y en 
fonction de x qui y satisfont; ou, en d'autres termes, c'est 
trouver une équation entre x ^t y qui soit une consé- 
quence de la proposée, et, réciproquement, dontjcelle-ci 
soit une conséquence. 

Sous le point de vue géométrique, c'est trouver toutes 
les courbes dont les coordonnées et leurs rapports différen- 
tiels des divers ordres satisfont à cette équation. 

Considérons l'équation générale de l'ordre m, c'est-à- 
dire celle où m est l'indice de la dérivée de l'ordre le plus 
élevé qui y entre, quelles que soient d'ailleurs les puis- 
sances dont ces dérivées soient affectées. Soit cette équa- 
tion 

Elle détermine -r— en fonction de j:. r, -r- j • • • ? -; — -^t et 
si on la différentie successivement , les rapports différen- 
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tîels , ^. < , ^, > etc., seront déterminés en fonction 

des mêmes quantités. 

Toute fonction de x peut , en général , être développée 
en série, au moyen des théorèmes de Taylor, ou de Mac- 
laurin. Le premier est moins sujet aux exceptions , parce 
qu^on peut choisir la valeur de x qui entre dans les 
coefficients , de telle sorte qu aucun d'eux ne devienne 
infini. Dans ce cas, la série sera nécessairement conver- 
gente, pour toutes les valeurs de x comprises entre cer- 
taines limites déterminées^ et quelquefois même pour 
toute valeur de x. 

Soit donc y la valeur la plus générale qui satisfasse à 
Féquation (i). Si on la suppose développable d'après la 
formule de Maclaurin , on aura 



î^-=^--^(£)/-^(S).7^ 






2. . .(/W — l) 



et si Fon remplace tous les coefficients à partir de celui 
de af", par leurs valeurs en fonction des précédents , dé- 
terminées comme nous l'avons dit, la fonction cherchée 
sera nécessairement comprise dans celles que représente 
ce développement, puisque l'on n'aura exprimé que des 
conditions auxquelles elle doit satisfaire. Et réciproque- 
ment, la fonction ainsi déterminée satisfait nécessaire- 
ment à l'équation différentielle 5 car, si l'on dîfférenlie m 
fois les deux membres de l'équation (2), on obtient pré- 
cisément le développement de l'équation (1) résolue par 

rapport a ^. 

L'équation (2) donnerait donc la solution complète de 
la question, si toutes les valeurs de y étaient dévelop- 
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pables (le cette manière. Mais, dans tous les cas, il ne 
peut manquer que celles pour lesquelles certains coeffi- 
cients différentiels cesseraient d'être finis et déterminés, 
pour la valeur particulière :r = o. 

2. Si l'on avait développé, d'après le théorème de 
Taylor,' suivant les puissances de x — oTo > on aurait eu 
comme conséquence de l'équation (i) 



4. ( '^'y \ (^- 

^dx^-^j a 1.2. . .(m — i) 



(^) \ /^*-i^\ (ar — xo)— 



les coefficients étant toujours déterminés à partir de l'or- 
dre /w, au moyen de l'équation (i), et se rapportant à 
x = X(i\ et réciproquement, l'équation (i) se déduirait 
de celle-ci par m difFérentiations successives. 

La valeur arbitraire Xq pourrait bien être choisie de 
manière à ce qu'aucun coefficient de la série ne devint 
infini, si ces coefficients ne dépendaient que de oto*, mais 
comme ils renferment encore la valeur correspondante 
dej^ et de ses dérivées, il pourra arriver qu'une certaine 
fonction j^ = f (x), tout en satisfaisant à l'équation diffé- 
rentielle, rende infinis ou indéterminés certains coeffi- 
cients du développement, quel que soit j?o * nous en don- 
nerons bientôt un exemple. 

On voit par là que les formules (2) et (3) peuvent 
ne pas renfermer toutes les fonctions qui satisfont à l'é- 
quation (i). Il est inutile de dire que ces deux formules 
coïncident lorsque toutes les solutions sont développables 
au moyen de Tune et de l'autre, puisqu'elles représentent 
alors identiquement les mêmes fonctions. Dans les limites 
où elles sont suffisamment convergentes, elles peuvent 
servir à donner, par approximation, la valeur de la fonc- 
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rion cherchée. On donne le nom di intégrale générale de 
l'équation (i) à réq[uation (3), dont l'équation (2) n'est 
qu'un cas particulier correspondant à Tq = o. 

L'équation (3) satisfaisant à Téquation proposée, quelles 
que soient les valeurs des m premiers coefficients, j^o? 

[ ~- j ï • • «7 ( ^ — ;:^ j 5 puisqu'ils disparaissent au moyen 

des m difïerentiations qui conduisent de l'équation (3) 
à la proposée, nous en conclurons que V intégrale gé^ 
nérale d^une équation différentielle de Vordt^e m ren- 
ferme nécessairement m constantes arbitraires qui sont 
les valeurs de la fonction et de ses m — i premières 
dérivées, correspondantes à une valeur de x prise à vo- 
lonté. 

3. U est facile de démontrer réciproquement que toute 
équation entre xety qui satisfera à l'équation différen- 
tielle, et renfermera m constantes arbitraires, est iden- 
tique avec l'intégrale générale représentée par le déve- 
loppement (3). En effet, si l'on conçoit qu'on développe, 
suivant les puissances de x, la valeur de^ donnée par 
cette équation, les m premiers coefficients renfermeront 
Xo et les m constantes arbitraires , et pourront prendre 
toutes les valeurs possibles, en choisissant convenable- 
ment ces constantes, quelle que soit d'ailleurs la valeur 
qu'on prenne pour Xo ; ils peuvent donc être regardés 
comme entièrement arbitraires : et comme les suivants 
en dépendent d'après l'équation (1), le développement ne 
différera pas de celui que donne l'équation (3). D'où ré- 
sulte cette importante proposition, que toute équation 
entre x et y qui satisfait à une équation différentielle 
de l'ordre m, en est V intégrale générale lorsqu'elle ren- 
ferme m constantes arbitraires y au moyen desquelles il 
soit possible de donner des valeurs arbitraires à la fonc-r 
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tion et à ses m — i premières dérivées, pour une certaine 
valeur de x. 

4. La dernière condition exprimée dans cette propo- 
sition est indispensable parce qu'une équation peut ren- 
fermer m constantes , susceptibles d'être réduites à un 
moindre nombre par des transformations. Ainsi, lors* 
qu'on voudra s'assurer si cette équation constitue l'inté- 
grale générale, il faudra la différentier m — i fois, et 
chercher si Ton peut donner aux m constantes des valeurs 
telles , que pour une valeur donnée de x on en puisse 
tirer des valeurs arbitraires de y et de ses m — i pre- 
mières dérivées. Et pour cela il suffira de reconnaître si 
les m équations peuvent être résolues par rapport aijx m 
constantes, sans qu'il en résulte aucune absurdité: car 
alors pour une valeur quelconque de J? , on pourra choisir 
arbitrairement j^ et ses m — i premières dérivées. 

Si par exemple on avait trouvé qu'une équation du se- 
cond ordre fût satisfaite par la valeur 

C, C étant des consumes arbitraires, on en tirerait 

pr, quelque valeur finie que l'on donne à x, ces deux 
équations donnent des valeurs finies pour C et C, si l'on 
n'a pas a = a\ D'où il suit que, si a' est difiérent de a , 
la valeur trouvée dej est l'intégrale générale. 
Si l'on avait obtenu une solution de cette forme 

X=:Csmax-h C cos ax , 

on en déduirait 

dr 

-i- = a C cos ax — aC sm ax ; 

(ix 
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d'où roB tirerait toujours des valeurs finies pour C et C, 
pourvu que a ne fût pas nul \ la valeur de y serait donc 
encore Tintëgrale générale. 
H en sera de môme pour une expression de la forme 

j' = C sin (a: H- a) -h C sin (a? 4- a') ; 

si on la différentie , et qu'on prenne , pour plus de simpli- 
cité , Xo = o , on trouve 

j, = C sin a -h C sin a', 
Gcosa+ G'cosaV 



\dx)r 



et l'on tirera de là des valeurs finies pour C et C, si l'on 
n'a pas 

sin a cosa' — sin a' cos a = o , 
ou 

n étant un nombre entier. La valeur dey sera donc Tin- 
t^ale générale , excepté dans ce cas particulier. 

Mais si Ton trouvait pour solution d'une équation du 
troisième ordre 

j = C sin (a: -4- a) 4- C sin (a: -h a!) 4- C'sîn {x H- a"), 

en différentiant deux fois, puis faisant a: = o, on aurait 

ro= Csina -h C sin a* -f- C" sin a", 

: C cosa 4- C cos a' 4- C" cos/j". 



(!).=■ 



— \j-jÇ\ = c sin a 4- c sin a' 4- C" sin a". 

Or, la preniière et la troisième de ces dernières équations 
étant incompatibles, si on laisse Xo et (^-7) indépen- 
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dants Tun de Tautre, on voit qu'il est impossible de dé- 
terminer les trois constantes de manière quey et ses deux 
premières dérivées aient des valeurs quelconques pour 
X = o 5 donc la valeur dey n'est pas l'intégrale générale. 
Et il est facile de voir dans cet exemple que les constantes 
pouvaient être réduites à deux ^ car, en développant les 
sinufi , on trouve 

j = (C ces a -f- C ces û' 4- C" cos a" ) sîn x 

-H (C sina 4- C sina'4- C" sina") cosx, 

et la valeur de y ne renferme réellement que deux con- 
stantes arbitraires, qui sont les coefficients de sinx et 
cosx. 

5. Lorsque dans F intégrale générale d'une équation 
on donne des valeurs particulières à une ou plusieurs des 
constantes arbitraires qu'elle renferme , cette solution se 
nomme une intégrale particulière. 

Lorsqu'on satisfait à une équation différentielle au 
moyen d'une équation qui n'est pas renfermée dans l'in- 
tégrale générale, on a ce que l'on appelle une solution 
singulière , ou une intégrale singulière. 

Il faut alors, comme nous l'avons déjà remarqué, que 
des coefficients du développement (3) deviennent infinis, 
ou indéterminés quel que soit Xq , et par conséquent lors- 
qu'on le remplace par la variable x. Et comme ces coeffi- 
cients ne renferment que des dérivées d'ordre inférieur 
à m , il en résulte que la valeur y = y (x) , qui constitue 
une solution singulière d'une équation différentielle de 
l'ordre m , doit satisfaire en même temps à cette équa- 
tion et à une autre équation différentielle, d'un ordre 
inférieur, dans laquelle il n'entre aucune constante ar- 
bitraire. 

Si par exemple l'é([ualion proposée est du premier or- 
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dre, les solutions singulières ne pourront être données 
que par des équations entre x ely sans constante arbi- 
traire; et, par conséquent, une solution renfermant une 
constante arbitraire ne pourra être que l'intégrale géné- 
rale. 

Mais si Téquation proposée était d'un ordre supérieur 
au premier, la solution singulière serait, en général, une 
équation différentielle , d'un ordre inférieur d'une unité, 
qui donnerait une intégrale renfermant des constantes 
arbitraires. On voit donc que les solutions singulières des 
équations diflTérentielles de l'ordre m peuvent être djyn- 
nées par des équations entre x^yeim — i constantes au 
plus. On ne peut doue toujours conclure de la présence 
de constantes arbitraires , qu une solution est une int^ 
grale particulière et non une solution singulière. 

6. Nous allons maintenant donner un exemple du cas 
annoncé dans le n^ 2. Considérons Téquation difiéren- 
tielle 

On en tire, par des diflerentiations successives , 

"Se- ; ;f-v^~''> ' 

(j — x)» 

et l'on tronrera , en employant la formule ( 2) , 

/ i\ x' --'- jfl 
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On reconnaît facilement qu'en posant 
cette équation se réduit à 

s 

(a) jr = x+^fj\c-xy, 

et cette valeur se trouverait directement , en posant dans 
l'éguation proposée y — x = z^ce qui la réduit k 

dz l 

d'où 

z * dz = — dx; 

intégrant les deux membres , et ajoutant une constante 
aiiritraire c à l'un d'eux , on aura 



3 y 

— Z*=C — Xj 

1 



d'où 



2^=f|j(^ — ^)% OU jr = ^-+- (| j (c— ar)'. 

Celte équation donne identiquement les mêmes solutions 
que la proposée, pourvu qu'il ait été permis de diviser 

par ^% ce qui exige que zom y — a: ne soit pas zéro. Si 
donc j^ — a: = o ne peut satisfaire à la proposée, l'équa- 
tion (a) en donnera toutes les solutions^ mais siy — x=o 
y satisfaisait , il y aurait des solutions qui pourraient ne 
pas être renfermées dans l'équation (a)-, et, en effet, 
y — a: = o ne satisfait pas à celte dernière , quelque va- 
leur que l'on donfte à la constante arbitraire, et satisfait 
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cependant à la proposée. Elle est donc ce que nous avons 
nommé solution singulière. 

Cette solution n'étant pas renfermée dans l'intégrale 
générale , voyons ce que deviennent les coefficients du 
développement le plus général de y^ donné par la for- 
mule (3). 

Or il est évident que , si l'on fait j^ = a:, tous les coeffi- 

cients différentiels, à partir de -^i deviennent infinis; 

\_ 
et si l'on n'avait pas supprimé le facteur commun [y — xY 

aux deux termes de la valeur de -^ ? elle se serait pré- 
sentée sous la forme — 

Cet exemple montre qu'il peut arriver, comme nous 
l'avions annoncé précédemment, qu'une valeur de j^ en a: 
satisfaisant à une équation différentielle, et développable 
suivant les puissances de x, ne donne cependant pas un 
développement possible en partant de l'équation différen- 
tielle proposée, et que, par conséquent, on ne peut ré- 
pondre que l'intégrale, dite générale^ renferme toutes les 
solutions de l'équation proposée; ou, en d'autres termes, 
qu'il n'existe pas de solutions singulières. 

7. S'il arrive que l'une des équations obtenues par la 
différentiation de la proposée , soit décomposable en deux 
facteurs dont l'un soit d'un ordre inférieur à l'autre, et 
quW égale à zéro celui de Tordre le moins élevé, on 
obtient une équation de plus entre les dérivées déjà consi- 
dérées; il y aura, par conséquent, une arbitraire de 
moins dans ce développement de j, qui, en général, ne 
sera pas compris dans l'autre développement qui renferme 
m constantes arbitraires. 
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Considérons comme exemple Téquation 

On trouve , en la diffërenlîani, 

En considérant le facteur du second ordre, on aura, par 
des diffcrentiations successives, 

l'équation (b) donnera en consécpience, par le développe- 
ment de Maclaurin , 

En considérant maintenant le facteur du premier ordre, 
on trouve 

(if X fPy I d^y 

dx 2 dx^ 2 dx!^ , . • . . 

Observons maintenant que j^o n'est plus arbitraire parce 
qu on a deux équations entre x, j", — ? et qu on en tire, 



pour j: == o , 



(|)=0, ^.= 0. 



On a donc, pour j^, la valeur suivante sans constante 
arbitraire. 



•^ 2*2* 
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laquelle n'est pas comprise dans Tintégrale qui renferme 
une constante arbitraire, et, par conséquent, est une so- 
lution singulière. 

Autre moyen de déterminer les intégrales des équations 
différentielles, 

8. Au lieu de fajre servir Téquation différenlielle à la 
détermination des coefficients du développement de Tin- 
tégi^ale, on peut l'employer à calculer, avec autaut d'ap- 
proximation que Ton voudra, les accroissements successifs 
de la valeur de/, et, par suite, cette valeur elle-même. On 
n'aura pas ainsi l'expression de j^ au moyen de x, mais 
autant de valeurs particulières que l'on voudra; en d'au- 
tres termes, on connaîtra approximativement autant de 
points qu'on voudra de la courbe représentée par l'équa- 
tion que l'on cherche. 

Considérons d'abord l'équation du premier ordre, que 
Ton peut toujours supposer mise sous la forme 

rfj = F(j:, y)dx. 

Si Ton se donne à volonté la valeur yo correspondante 
à un :r arbitraire oTo? l'équation donnera l'accroissement 
que prend y quand x devient Xo 4- a *, sa valeur sera 
dy^ = F (j^oî/o) a? en négligeant toutefois les quantités 
du second ordre par rapport à a. Désignant par x', y' 
ces deux nouvelles valeurs de x et y^ l'accroissement de 
y relatif à un accroissement a àe od aura pour valeur 

en négligeant encore les quantités du second ordre par 
rapport à a, ainsi que l'erreur encore plus petite prove- 
nant de la valeur de y dans laquelle on a négligé une 
quantité du second ordre. En continuant ainsi, et négli- 
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goant toujours les quantités du second ordre par rapport 
à a, on aura autant de valeurs que Ton voudra de j^, ou 
autant de points qu'on voudra de la courbe qui satisfait à 
l'ëquation différentielle, et passe par le point arbitraire 
dont les coordonnées sont a:o,yo* On voit par U qu'une 
équation du premier ordre a une infinité d'intégrales qui 
ne diffèrent les unes des autres que par la valeur d'une 
constante, qui est Vy correspondant' à une valeur de x 
choisie arbitrairement. L'expression générale dey, résul- 
tant des calculs précédents, est 

r=ro-*-F(j?o,ro)a-f.F[aro-j-a,7o-l-F(j:o,ro) «]«-!-..., 

le nombre des termes à prendre dépendant de la valeur 
de X que l'on considère 5 et Ton aurait sans erreur la va- 
Içur de j en fonction de x, si l'on pouvait trouver la 
limite vers laquelle tend la somme de n + i termes de 
cette suite , en supposant na =zx — oTo , et a décroissant 
indéfiniment. 

9. Il est à remarquer que cette manière de déterminer 
les diverses intégrales de l'équation différentielle s'appli- 
que à toutes les solutions : les intégrales particulières et 
les intégrales singulières s'y trouvent également com- 
prises •, ce qui n'a pas lieu dans les autres méthodes. 

On procéderait d'une manière semblable si Ton avait 
à intégrer une équation du second ordre, dont la forme 
peut toujours être supposée réduite à celle-ci : 

On se donnerait arbitrairement les valeurs j^, (t^ ) ^®^~ 
respondantes à Xq^ et l'équation ferait connaître l'accrois- 
sement de -^ relatif à l'accroissement a de a: ; on aurait 
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SLinsï la valeur de -^correspondante à :ro -h a; d'ailleurs 

1 ^accroissement dey serait connu, puisqu'on donne •^- 

On connaîtrait donc, pour la valeur x^ + oLj les valeurs 

dy 
correspondantes dey et -^ ; et Ton répéterait indéfiniment 

celte opération. On voit par là qu'il y a deux constantes 
arbitraires dans l'intégrale d^une équation du second 
ordre. Le procédé que nous venons de suivre ne fait con- 
naître que par approximation les valeurs des intégrales; 
on ne les connaîtrait exactement qu'en déterminant la 
limite de la série quand a tend vers zéro, et qu'on pose, 

comme dans le cas précédent, not. = x — x^. 

Les mêmes considérations s'appliquent évidemment 

aux équations de tous les ordres. 



II. 
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CHAPITRE IL 

DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES D'uNE ÉQUATION 
A DEUX VARIABLES. 



10. Si l'on considère une équation à deux variables 
F (x, j) = o, et qu'on en déduise d'une manière quel- 
conque, une ^^ul^e équation qui renferme x^y et des déri- 
vées de^ par rapport à x^ cette dernière est ce qu'on ap- 
pelle une équation différentielle de la première. Elle est 
une conséquence de cette équation, mais celle-ci n'en est 
pas toujours ime conséquence nécessaire. Ainsi, nous 
avons vu qu'une fonction de x n'a qu'une dérivée 5 tandis 
qu'une dérivée peut correspondre à une infinité d'inté- 
grales, qui diffèrent par la valeur d'une constante.. 

Si entre l'équation primitive et celle que Ton obtient 
en différentiant une fois ses deux* membres, on élimine 
une constante a, on aura une certaine équation différen- 
tielle du premier ordre de la proposée. Et généralement, 
si l'on différentie m fois la proposée , on pourra élimi- 
ner m quelconques des constantes qui y entrent, et l'on 
obtiendra ainsi une équation différentielle de l'ordre m 
de l'équation primitive , qui renfermera m constantes de 
moins qu elle. On aurait une équation différente du même 
ordre si l'on éliminait entre les mêmes équations m autres 
constantes. 

On doit même observer que toute équation différen- 
tielle peut être considérée comme obtenue de cette ma- 
nière 5 car nous avons démontré que, si elle est de l'ordre 
m y son intégrale générale renferme m constantes arbi- 
traires qui ne dont pas dans l'équation différentielle. Donc 
celle-ci n'a pu être déduite de l'autre qu'en éliminant ces 
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constantes entre elle et celles que Ton en aura tirées au 
moyen de m différentiations successives. 

Mais ces différentiations peuvent être faites de bien des 
manières différentes : 

Si par exemple on ne veut éliminer qu'une constante , 
on pourra difFérentier Téquation après Tavoir mise préa- 
lablement sous telle forme que Ton voudra 5 on aura ainsi 
diverses équations du premier ordre , et l'on éliminera la 
constante entre l'une quelconque d'entre elles et l'équa- 
tion proposée. 

Si l'on veut éliminer deux constantes , on pourra diffé- 
rentier deux fois de suite l'équation mise sous une forme 
arbitraire; on aura ainsi trois équations renfermant les 
deux quantités à éliminer. Ou bien encore on éliminera 
d'abord l'une d'elles entre l'équation proposée et celle 
du premier ordre qu'on en déduira-, puis, traitant de 
même Téquation ainsi obtenue, on en éliminera la se- 
conde constante. 

Les combinaisons seraient plus multipliées encore s'il 
s'agissait d'éliminer un plus grand nombre de constantes. 
Or nous allons démontrer que, de quelque manière que 
cette élimination ait été faite, on obtient toujours la 

même équation entre x^ j^ -^î etc., et les constantes non 

éliminées. 

Supposons, en effet, s'il est possible, que l'on par- 
vienne ainsi à deux équations différentes, en éliminant 
les mêmes constantes en nombre m, et soient ces deux 

^nations, résolues par rapport à -7—^9 






^=^("'^'^' 
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Ces fonctions F, f^ étant les dérivées m'^'"'"' de la même 
fonction j, ont des valeurs égales, quel que soit x. Soit 

Xo une valeur quelconque attribuée h x et yo, \^] ' 
- — ^-- j les valeurs correspondantes que prennent y et 

ses m — I premières dérivées, et qui peuvent cire sup- 
posées égales à des quantités quelconques, en choisissant 
convenablement les m constantes éliminées. 
Ainsi les deux expressions suivantes : 

doivent être égales, quel que soit Xo^ pour toutes les va- 
leurs données arbitrairement aux quantités jo? [-r-] » ' • • ' 
aux constantes non éliminées 5 par consé- 



/d'"-W\ 



qucnt, toutes ces diverses quantités doivent y entrer d'une 
manière identique. Mais elles y entrent de la même nia- 

mère que x^y^ ^''**' "7 — ^' ^^ ^^^ constantes non en- 

minées entrent dans les deux expressions de - — ^ donc 

ces deux expressions sont identiques, et les deux équa- 

lions différentielles, résolues par rapport à ^-~-i le sont 

par conséquent; d'où se déduit cette importante propo- 
sition : 

De quelque manière que Von parvienne à une équa- 
tion différentielle de V ordre m, en partant d* mi e même 
équation entre x et y, et éliminant les mêmes con- 
stantes en nombre m, on obtiendra toujours la même. 
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1 1 . Cette proposition donne lieu à quelques remarques 
utiles. 

En effet, parmi toutes les manières d'opérer ce calcul, 
choisissons en particulier la suivante : 

Eliminons d^abord Tune des constantes entre l'équa- 
tion proposée et sa première dérivée. Eliminons de même 
une seconde constante entre Téquation obtenue et sa 
dérivée -, puis une troisième constante entre la nouvelle 
équation ainsi obtenue et sa dérivée, et ainsi de suite, 
jusqu'à ce que les m constantes désignées aient disparu. 
Nous aurons ainsi l'équation cbercLée du m'*"** ordre; et, 
par les raisons déjà données, celle équation, et même 
toutes les intermédiaires, seront identiques à celles que 
Ton obtiendrait par d'autres procédés, en éliminant les 
mêmes constantes. Mais l'ordre dans lequel on élimine 
les m constantes détermine les équations intermédiaires \ 
et autant on peut faire de combinaisons n k n avec ni 
lettres, autant on pourra obtenir d'équations différentes 
de l'ordre n, dont chacune ne pourra d'ailleurs avoir 
qu'une seule forme. On tire de là cette conséquence im- 
portante : 

Toute équation différentielle de tordre m peut être 

déduite de m équations différentes de V ordre m — i, 

çuî renferment chacune une constante arbitraire ; de 

m [m — I ) , . 1 7, T • /» 

équations de l ordre ni — 2, qui en renferment 



i .2 



7 r , 7 , m(rn — ï)...(w — /?4-i) 7 
deux^ et généralement de — ^ ^^ de 



1 .a. 



r ordre m — ;/ , renfermant n constantes arhitraiins , 

12. D'après cela , si Ton a à intégrer une équation de 
l'ordre m , on pourra chercher ses m intégrales premières. 
Si l'on parvient à les déterminer, on aura m équations 

entre a:, /, -r-v? ^^_^ - renfermanl chacune une cou- 
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stante arbitraire et équivalentes chacune à la proposée; 
par conséquent, en éliminant les m — i dérivées de j:, 
on obtiendra une équation entre a:, y et m constantes 
arbitraires : on aura donc l'intégrale générale de l'équa- 
tion proposée. 

II est quelquefois plus facile de trouver les intégrales 
premières de l'équation de l'ordre m + 1 que l'on ob- 
tient en différentiant la proposée. Mais alors l'intégrale 
générale de cette dernière sera celle de la première, à l'un 
des membres de laquelle on aurait ajouté une constante 
arbitraire 5 et si l'on connaissait l'intégrale de l'équation 
de l'ordre m -f- 1 , on aurait celle de la proposée en y fai- 
sant cette constante nulle. En conséquence on cherchera 
les /w -4- 1 intégrales premières \ on en éliminera les m 
dérivées dej^, puis on supposera nulle la constante en 
question. Mais l'une des intégrales premières n'est autre 
chose que la proposée augmentée de cette constante, et se 
réduit, par conséquent, à la proposée, en supposant cette 
constante nulle; donc, si l'on peut obtenir m intégrales 
premières de l'équation de Tordre w 4- 1 , qui ne renfer- 
ment pas la proposée, il suffira d'éliminer, entre celle-ci 
et les m intégrales, les m dérivées de j-, et l'on aura l'in- 
tégrale générale demandée. 

Si l'on peut trouver l'mtégrale générale de l'équation 
de l'ordre m + 1 par un moyen quelconque, elle renfer- 
mera m + I constantes arbitraires ; mais ces constantes 
seront liées entre elles par une équation que l'on obtien- 
dra en substituant la valeur trouvée de y dans l'équation 
proposée j de sorte que l'on aura seulement m conëtanles 
arbitraires, comme cela doit être. 
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CHAPITRE III. 

INTÉGRALES SINGULIÈRES DES ÉQUATIONS DU^ PREMIER 
ORDRE, DÉDUITES DE l'iNTÉGRALE GÉNÉRALE OU 

DE l'Équation différentielle. 



13. Soit 

(i) F(a:, ^•, a) = o 

Tintégrale générale d'une équation différentielle du pre- 
mier ordre ^ a étant la constante arbitraire, qui, éliminée 
entre l'équation (i) et sa dériyée 

. . rfF . dedx 

conduit à Féquation différentielle proposée. Il s'agit de 
savoir si cette dernière peut admettre des solutions qui 
ne soient pas renfermées dans l'intégrale générale. 

Or toute équation entre j; et j^ peut se mettre sous la 
forme 

(f étant une certaine fonction de x et j, et F désignant la 
même fonction que dans Téqualion (i) où Ton a remplacé 
la constante a par la fonction (f/ En effet, si Ton égale 
F (x,y, (f) à une fonction quelconque, on tirera pour ç 
..une valeur qui rendra cette équation identique. On peut 
donc supposer que l'équation (3) représente une solution 
quelconque de l'équation proposée, et il reste à voir ce 
que doit être pour cela la fonction 9. 

En différentiant l'équation (3), on trouve, en désignant 
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par -j- la dérivée totale de y, 

équation dans laquelle on peut remettre la valeur y tirée 
de (3) 5 ce qui produit le même effet dans les deux pre- 
miers termes de (4) , que si l'on tirait a de (i) pour le 
reporter dans (2). Donc, pour l'identité des valeurs de 

■^j il est nécessaire et suffisant que la substitution de f 

rende 

£F £j. 

y étant regardé comme la fonction de x cherchée 5 ce qui 
peut avoir lieu de plusieurs manières. 

I®. Si^ = o, ç n'est autre chose qu'une constante, et 

l'équation (3) coïncide avec l'Intégrale générale. 

dV 

2^. Si Ton égale à zéro -7^ ^ après la substitution de la 

dj- 
valeur de y tirée de (3), ce qui détermine la valeur cher- 
<!fhée àey^ on a le même résultat que si Ion déterminait o 
d¥ 

dy 

D'où Ton conclut que , quand on a l'intégrale générale 

d'une équation différentielle du premier ordre, on aura 

toutes les autres intégrales en éliminant la constante 

entre l'équation intégrale et sa dérivée partielle par rap- 



par l'équation -^ = o, et qu'on reportât sa valeur dans (3) . 
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port k la coDStante , égalée à zéro \ ou sa dérivée partielle 
par rapport à y, égalée à Tinfini. Néanmoins il faudra 
s'assurer si chacune de ces hypothèses annule réellement 
Je premier membre de Téquation (5) et ne le réduit pas 

o 

n sera encore nécessaire de s'assurer si les solutions 
ainsi obtenues ne sont pas renfermées dans l'intégrale 
générale. Dans ce cas particulier, on aura une intégrale 
particulière au lieu d'une intégrale singulière. 

14. Sous quelque forme qu'on mette l'équation (i), 
l'application des règles précédentes doit nécessairement 
conduire aux mêmes solutions , et c'est ce que Ton peut 
vérifier en observant que le rapport des deux dérivées 

partielles — ? — sera toujours le même, après avoir 

substitué la valeur dejr tirée de F = o, quoique chacune 
de ces deux dérivées change quand on transforme l'équa- 
tion F= o.' En effet, si Ton a une équation quelconque 
F (x, y, z, m) == o, le rapport des deux dérivées par- 
tielles du premier membre par rapport à deux des va- 
riables, M et z par exemple, exprime toujours, au signe 
près, la dérivée de l'une des variables u et z par rapport 
àTautre^ et par conséquent, après Féliminatiou de l'une 
des deux, il ne dépend pas de la forme sous laquelle on 
présente l'équation qui les lie. 

Ainsi, lorsqu'une transformation de l'équation (i) 

feJPa perdre des solutions à l'équation — = o, elle les 
fera acquérir à Tcquation — = o. 

. 15. L'intégrale singulière a une liaison géomélriquc 
très-remarquable avec l'intégrale générale. En effet, en 
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^éliminant a «ntre l'équation (i) et sa dérivée partielle par 
rapport à â , on a Téquation du lieu des intersections"^ 
successives des courbes représentées par l'équation (t ), 
dans laquelle on fait varier a d'une manière continue. 
Donc l'intégrale singulière représente la courbe enve- 
loppe de3 intégrales particulières. 

Remarque. — Si l'on construit, d'après l'équation difîé- 
rentielle, le lieu géométrique d'une quelconque de ses inté- 
grales, comme nous l'avons indiqué précédemment, et que 
Ton choisisse pour l'ordonnée j^o celle de la courbe enve- 
loppe, correspondante à l'abscisse jCo, l'équation devra 

dy ■ 
fournir deux valeurs générales de — » correspondantes 

l'une à l'enveloppe , l'autre à l'enveloppée , et qui seront 
égales, pour le point commun à ces deux courbes. La 
construction indiquée fournira alors les deux courbes. Il 
y a toutefois une exception remarquable à celte proposi- 
tion : elle a lieu lorsque l'enveloppe qui représente l'in- 
tégrale singulière est une ligne droite. 

En effet, si l'on part d'un point de cette droite, deux,, 

valeurs de ~- sont égales en ce point, et, par conséquent, 

les 'deux valeuf»s correspondantes de dy que l'équation' 
fera connaître seront les mêmes , comme cela a lieu en 
général; mais^ dans le cas actuel^ une de ces valeurs sera 
rigoureusement exacte, et ce sera celle qui correspond -a 
la ligne droite dont l'équation du premier degré doime, 
sans rien négliger, dy = pdx ^ tandis que dans^tout autre 
cas on néglige une quantité infiniment petite par rapport 
à ^. Il suit de là que le point voisin du point de départ 
appartient rigoureusement à l'enveloppe , et qu'on se 
trouve, par conséquent, dans le même cas que le premier. 
On voit donc que, dans ce cas, l'équation différentielle 
donnera Tihtégrale singulière seulement, et aucune des 
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int^rales particulières ; et il est clair que c'est le seul cas , 
où cela arrive : car, si le second point n'était pas rigou- 
reusement sur Tenvcloppe, r<5quation ne donnerait pas 

deux valeurs rigoureusement égales pour -^9 quand on y 

substituerait les coordonnées de ce point; donc, à la 
valeur suivante de jr , on trouverait deux points au lieu 
d'un, et les deux lignes existeraient nécessairement. 

16. L'intégrale singulière peut aussi être déterminée au 
moyen de l'équation différentielle elle-même. Soit cette 
écpation 

(6) /(a:,r,r') = o, 

dans laquelle y' représente ^« 

La représentation géométrique de la solution singu- 
lière étant la courbe enveloppe de celles qui représentent 
les intégrales particulières , celles-ci se coupent générale- 
ment les unes les autres; et, quand elles sont infiniment 
voisines , le point d'intersection devient un point de con- 
tact et appartient à Tenvcloppe. Ainsi l'équation (6) doit 
gàiéralement donner pour une même valeur de x et y, 
au moins deux valeurs différentes de y* ^ et deux de ces 
valeurs dp! vent devenir égales quand :r et / se rapportent 
i un point de l'enveloppe , ou , en d'autres termes , sa- 
tMbnt à l'équation qui représente la solution singulière. 
Oa exprimera donc que l'équation (6) donne deux va- 

leurs égales pour j^, ce qui se fera en posant — = o, si 

/(jc, j^,j^') est une fonction dont la forme soit unique. 
Sî$a forme était multiple, on pourrait la réduire à être 
^ique, ce qui rentrerait dans le premier cas : on pourrait 
aussi traiter successivement chacune des équations dis- 
tinctes renfermées dans ./ (.r, > . y'] = 0, et exprimer 
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qu'elles donnent des valeurs égales de y\ ou bien qu une 
valeur de y' tirée de Tune est égale à une valeur de y' 
tirée de l'autre. Si par exemple Técluation (6) était ré- 
solue par rapport à y\ on ne pourrait employer que le 
dernier moyen et égaler ces valeurs deux à deux. Dans 
tous les cas, soit ^{x^ y^ y) = o une équation expri- 
mant que l'équation (6) donne deux valeurs égales dej^, 
la solution singulière devra satisfaire à ces deux équa- 
tions, et par consécjuent au résultat de l'élimination de y 
entre elles. Opérant donc cette élimination , on aura une 
équation entre x^ y qui renfermera la solution singulière 
si elle existe. On vérifiera donc si les diverses valeurs de 
y en x qu'elle fournit satisfont à l'équation (6)5 et si l'on 
en trouve qui ne rentrent pas d'ailleurs dans l'intégrale 
générale, on connaîtra la solution singulière. 
Soi t comme exemple 

(7) r = ^/ +/(/), 

f désignant une fonction qui n'ait qu'une seule valeur 
pour une même valeur de j^. Nous aurons, pour condi- 
tion d'égalité de deux valeurs de j^', 

(8) ^+/(/) = o, 

et il faudra éliminer j' entre ces deux équations. 11 reste 
à vérifier que l'équation résultante en x^ y satisfera à la 
proposée (7). En effet, supposons que de l'équation (8) 
on lire y = (jp (x), et qu'on le reporte dans Téqualion (7), 
on aura 

(y) r=='^<p(-»^)H-/[?(^)]. 

En la différentiant , on trouve 

fÎY 
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et, par conséquent, l'équation (9) pourrait s'écrire ainsi : 



y- 



-i*/(i)- 



Elle satisfait donc à l'équation difiércnliclle proposée, et 
elle en forme la solution singulière 5 car elle ne rentre 
pas dans Tintégrale générale, que nous déterminerons plus 
tard. 
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CHAPITRE IV. 

INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 



DU PREMIER ORDRE. 



17. L'équation la plus générale du premier ordre , et 
dans laquelle le rapport différentiel — ne passe pas le 
premier degré , peut se mettre sous la forme 

dy 
Qflrj-f-Pfltc = o, ou Q^4-P = o, 

dx 

P et Q étant deux fonctions quelconques àe x et ^. On 
pourra toujours y appliquer le procédé général qui con- 
siste à développer y au moyen du théorème de Taylor ou 
de Maclaurin. 11 arrive quelquefois que la série peut être 
sommée; quelquefois aussi elle a une forme tellement 
compliquée, qu'on ne peut pas parvenir à la réduire à 
une forme finie. Voici quelques exemples dans lesquels 
ce procédé s'applique sans difficulté. 
Soit 

dy 

-^ -^ ay -h bx^ = o. 
En la dilTérentiant un nombre indéfini de fois, on trouve 

g:+«| + 36x.=o, 

^ + «^ + 66 = 0, 



± JL. a '■ 
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Si Ton fait x = o dans toutes ces équations, il vient 



d'où 



ou 



ou 



1.2 1.2.3 / 

-^H^TÏX^^- 7X7:5 •^TTTTê-"]"--' 

rt* \ 1.2 1.2.3/ 

fi A 

^u , en observant que jr© peut être remplacé par une 

constante arbitraire c, 

6* / a'x^ a' a:' \ 

a* \ 1.2 1,2.3/ 

L'int^rale générale étant connue, on obtiendrait les 
intégrales singulières par la méthode que nous avons ex- 
posée précédemment. H est facile de voir qu'il n'en existe 
P^s dans le cas actuel. 

' 18. Soitemore x -j- -h y -h ax"" = o, m étant entier 
Cl positif. 
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On obtient, par la difTérentiation , 

d^Y dy 

^.r» dx 



^m-hn y flm+n-~i y 



n étant plus grand que i . 

Si Ton fait a:=o, y et tous les coefficients différentiels 

deviennent nuls si l'on suppose qu'ils ne soient pas infinis, 

.' ^*^ j .1 1 j • * /w(/?i— -l)...2.I .fl 
excepte -7-^ dont la valeur devient ^^ : 

^ doiT A7î-f-I ' 

on trouve donc r. = 

•^ /w -hi 

Cette intégrale n'a pas de constante arbitraire et n'est 
pas, par conséquent, l'intégrale générale. Celle-ci n'est 
donc pas développable suivant les puissances entières et 
positives de x. Et,, en effet, si Ton intègre par les mé- 
thodes que nous ferons connaître tout à Theure, on trou- 
vera, pour l'intégrale générale, 

C aar 



m -\-i 



La solution que nous avons trouvée est donc Une inté- 
grale particulière correspondante à c = o. ,^ 

Il est facile de voir qu'il n'y a pas d^intégrale singu- 
lière. 
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Des fadeurs propres à rendre immédiatement intégrable 
le premier membre de F équation. Intégration de 
r équation linéaire. 

19. Si le premier membre de Téquation Qdy-hPdx=iO 
était la différentielle d'une fonction de x et y^ il serait 
nécessaire et suffisant que cette fonction fût égale à une 
constante pour que l'équation proposée fût satisfaite. La 
condition polir que cette circonstance ait lieu est, comme 

nous l'avons vu, ^=: — . Si elle n'a pas lieu, et qu'en 

multipliant le premier membre de l'équation par une 
fonction i^, il devienne la différentielle d'une fonction u , 

cette équation sera équivalente k -du = o, et sera satis- 
faite, soit en faisant du = o, d'où u=c, ce qui sera l'in- 
tégrale générale, c étant la constante arbitraire; soit en 

posant - = o, ce qui donnera une solution singulière, si 

elle ne rentre pas dans la précédente. 
Ainsi , par exemple, l'équation 

peut se mettre sous la forme 

et l'on y satisfait en posant, soit F (x) = o, soit ^ [y) = o, 
soit enfin 

€t le premier membre est une différentielle exacte, puis- 
se les variables sont séparées. 

II. 3 
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20. On peut démontrer qu'il existe toujours un fac- 
teur J^ qui rend Qdjr'\-Pdx différentielle exacte. En effet, 
il est démontré que l'équation proposée a une intégrale 
renfermant une constante arbitraire c, et que nous repré- 
senterons par F (a:, j^ c) = 05 et l'équation différentielle 
a été obtenue nécessairement en éliminant c entre cette 
dernière et celle que l'on a obtenue en la différentiant , 
après l'avoir transformée préalablement d'une manière 
quelconque, si on l'a jugé convenable. Or, quelque forme 
qu'on lui ait donnée, nous avons démontré précédemment, 
qu'après l'élimination de c, l'équation à laquelle on sera 
parvenu donnera identiquement en o' et j^ la même va- 
leur pour — • 

Cela posé, concevons l'équation F (a:, j^, c) = o mise 
sous la forme ç(j:, j) = c, d'où -2 r/:r: -f- ~ rf^ = o -, la 

dr 
valeur de -j- tirée de ceîto équation , et celle que donne 

l'équation proposée devant être égales, quels que soient x 
cl y (n** 10), on aura identiquement 

Tùc _ p 

dX 

TîrantdclàPetle reportant dans l'expressicm Qrf) -t-P/Ar, 
on obtient 



mip'-P')-' 



et, par conséquent, en multipliant la proposée par 
^ : -7-9 son premier membre devient une diiTérentielIt» 
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exacte. On voit, de plus, comment le facteur ^'=: - -? 

est lié au premier membre de Tintégrale mise sous la 
forme y = c. 

21 . L'existence du facteur i^ étant démontrée , 11 faut 
chercher comment il est possible de le découvrir. 

Il est facile de former F équation qui doit le déterminer, 
car on doit avoir l'identité 



fi-^.= d —- . ou 
dx dy 



dv ^dv idP dq\ 

Q P — z=<' -^). 

dx dy \ dy dx j 



Si Vf renferme à la fois x et;^ , cette équation est aux 
différentielles partielles, et plus difficile à intégrer que la 
proposée. Il faut donc renoncer, en général , à la déter- 
xnination de ce facteur. 

Mais si v ne doit renfermer qu'une variable, x par 
exemple, il est facile d'en déterminer la valeur. En effet, 

~j- étant nul , l'équation précédente devient 

dx \dy dx 

OU 

I ^_ I /^P r/Q\ 

p dx Q \dy dx j ' 

îl est donc nécessaire que les coefficients donnés P et Q 
soient tels, que l'expression 7^ ( ^ t-^ ) soit indépen- 
dante dej^. 

Lorsque cette condition sera remplie, on aura, en 
désignant par ç [x^ l'expression précédente, 

I rfp 
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trou 



log^ = jf ff(x)tLv, 



le coeflicîcnt c étant arbitraire, et disparaissant d^ailleurs 
de lui -môme. 

En intégrant, par les procédés relatifs aux différen- 
tielles des fonctions de deux variables indépendantes, on 
trouve 

Jnx f <p{x)dx ny 

La discussion serait la même pour les facteurs indépen-*- 
dants de x, 

22. Le calcul précédent deviendrait plus simple s'it 

s'agissait de Téquation flf^-f-P^x== o. Il faudrait alors- 

^p 
que — fût indépendant dey; ce qui donnerait 

X et Xi désignant des fonctions quelconques de x. L'é- 
quation doit donc être de la forme 

dy -f- ( Xj + X, ) r/« = o. 
En multipliant par le facteur v^ qui devient e , 



on a 



d'où 

C désignant une constante arbitraire. On tire de là 

Telle est l'intégrale générale de \ équation linéaire du 
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premier ordre. La conslante arbitraire provenant AafKdx 
disparait d'elle-même, et la constante C est la seule qui 
entre dans la valeur de j*. 

Considérons , comi^ie application très-simple, la ques- 
tion suivante qui a été proposée aux géomètres par M. de 
Beauue , ami de Descartes, 

Trouifer une courbe telle, que la sous-tangenle soit à 
r ordonnée comme une ligne constante est à l' ordonnée 
de cette courbe y diminuée de celle d'une dixyite inclinée 
cVun demi-angle droit sur Vaxe des x. 

En prenant l'origine au point de rencontr<i de ccllo 
•<lroîte et de l'axe des x, elle aura pour équation a: = j , yi 
la condition donnée sera représentée par ré([uation 

djr y — X dy 

ax a dx 

^ étant la valeur donnée de la ligne constante. 

Cette équation linéaire, intégrée par un quelconquiî 
des procédés que nous avons indiqués , donne 

X 

y^ix-ha-^ Ce"", 

<] étant une conslante arbitraire. 

Si maintenant on prend pour axe des x'ia droite dont 
l'équaliou est y = x H- a, et que Ton conserve la même 
direction pour Taxe des j-\ on aura 

y = C«% xz=-^^ et, par suite , y= C ««V''^- 

La courbe est donc une logariiliniique dont les ordon-^ 
nées font avec l'ax(3 un angle égal à un demi-augle droit. 

23. Nous avons prouvé qu'il existe dans tous les cas 
un facteur propre à rendre le premier membre înté- 
§rable. Voyons s'il n'en existe qu'un seul. 
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Soit f^ une première fonction telle, que i^ (Qdy-h-^dx) 
soit la difTérentielle d'une fonction ude a? et j^ *, il est d'a- 
bord évident que le facteur u<f (u) rendra encore le premier 
«nembrc intégrable: car, puisque « (Q^/ H- ^dx) = du^ 
on auri^ ^^cp [u) (Qdy -h- Vdx) = (f (u) dii^ ce qui est la 
différentielle de f(f(ii) du. 

Soit maintenant V une autre fonction quelconque telle 
que \ (Qdy -{- T? dx) = dU j U désignant une fonction 
de X et f. On en déduit l'identité 

V 

V 

Or, le second membre étant une différentielle exacte, le 
premier qui lui est identique en a: et j^ devrait aussi en 

V 

être une^ ce qui ne saurait être si - n'était pas une fonc- 
tion de la fonction u seulement. Ce dernier point , qu'on 
admet assez ordinairement comme évident, a cependant 
besoin d'être plus rigoureusement établi. 

Il s'agit de prouver généralement que si l'on a u = /[x^y) , 

l'expression F (x^ jr)ditj ou F (^, y) — dx -h-~dy\ 

ne peut être une différentielle exacte relativement aux 
deux variables x ely^ si l'on n'a pas 

quelle que soit d'ailleurs la fonction ^. 

En effet, éliminons^ au moyen de l'équation u z=:J(x^y) 5 
F [x^y) deviendra une fonction de w et a:, y (w, x). L'ex- 
pression qui était une différentielle exacte relativement 
à x et y, le sera relativement à x ei4i'^(f [u^x) du sera 
donc une différentielle exacte d'une fonction des deux va- 
riables indépendantes x et h\ ce qui serait absurde si x 
restait dans cette expression qui ne renferme pas dx. Il 
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faut donc que <p (m, or) lie renferme que u, et, par con- 
séquent, que F{Xj y) soit une fonction de u ou de 

Ainsi, on revenant h notre question particulière, si un 
facteur i^ donne au premier membre la forme de la diffé- 
rentielle d'une fonction u de X^y^ les facteurs qui jouissent 
exclusivement de la même propriété seront de la forme 
i^ç [u) , (f désignant une fonction arbitraire. 

L'équation proposée devient ainsi 

du = o, ou y ( w ) û?« = o , 

ci ''où l'on déduit également u = Cj c désignant une con- 
stiante arbitraire. 

Tous ces facteurs conduisent donc au même résultat , 
^t: ils ne diffèrent entre eux que par le facteur (f (u) qui 
eîst bien une fonction de je:, y, mais qui se réduit à une 
•constante arbitraire en vertu de l'intégrale u = c. On 
vc3it que, si l'on connaissait deux facteurs .différents qui 
i:*^ndissent le premier membre de l'équation întégrable, 
eii égalant leur rapport à une cpnstantc arbitraire , on 
obtiendrait Finlégrale générale. 
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intégration des équations homogènes, et de 

l'Équation linéaire, par la séparation 

des variables. 



24. Ou parvient quelquefois , par un changement de 
variables, à ramener aux quadratures l'intégration de 
Féquation donnée, c'est-à-dire à séparer les nouvelles va- 
riables dans Téquation transformée. 

Considérons d'abord une équation homogène quel- 
conque 

Udx-h^dxz= G, 

c'est-à-dire telle , que M et N soient des fonctions homo- 
gènes du même ordre mde x^y. On sait qu'une fonction 
homogène de l'ordre m des variables x^y^ ^, . . . est celle 
qui se trouve multipliée par le facteur g^ quand on 
change respectivement les variables en gx, gy^ gz^ etc. 

Posons j^ = ux^ d'où dy = udx -h xdu. 

Les fonctions M et N seront égales à 3(f"- multiplié par 
des fonctions de u ; et l'équation divisée par oif^ prend la 
forme 



ou 



ou 



F{a)dx -\-f(u) [udx -i- xdu) = o, 
[F(«) -{- uf{u)]dx -^ xf{u)du = o, 



clx f[ u)du 



cl les variables sont séparées. 
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On en déduit 



a'où 



x__ r f{u)da 



g> désignant une fonction connue. 

Il est facile de reconnaître que toutes les courbes ren- 
fermées dans cette équation , et correspondantes aux di- 
verses valeurs de la constante c , sont semblables et ont 
1^ origine pour centre de similitude. 

£n effet, si l'on mène par ce point une sécante quel- 
conque, les abscisses des points de rencontre avec ces 
différentes courbes sont entre elles comme les valeurs des 

coexistantes correspondantes , puisque le rapport - est 

le même 5 les distances à l'origine sont donc aussi dans 
le rapport de ces constantes, et, par conséquent, toutes 
ces courbes sont semblables et ont l'origine pour centre 
de similitude. 

lie premier membre est devenu une différentielle exacte, 
en le divisant d'abord par x'", puis par 

x[F («)+«/(«)], «u 'F(5)+r^(^)- 

ûonc , en somme , il a été divisé par Mo: -H Nj^. 

^insi , le facteur propre à rendre le premier membre 

immédiatement intégrable est —• SilAdx-^^dy 

^^aît une difCérentielle exacte, -rz r;- et i seraient deux 

^^eteurs qui rendraient le premier membre intégrable; 
'ettr rapport serait donc égal à une constante, et Tinté- 
Sfale générale serait, par conséquenl, Mjc -h Nj = c. 

cfcM X -> • M^A*-hNr/r , ,..,^^ . „ 

-CD. L expression — — ^77-^ étant une dinercnticllc 
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oxaclo, la coii<litioii coniimMOiiduil à roqnatioii 
dM fin £/N eiN 

M N 

Ainsi, quelle que* soit la fonclion homogène M de 

dM du 

,, , ,, . dx dy A 

1 ordre ni , 1 expression ^ est constante, un 

en connaîtra la valeur en prenant la fonction partica- 
lière j:"*, et Ton trouve ni. Donc on aura généralement 

^M dM 

^"d:^-^^ify='''^^ 

et Ton retrouve ainsi le théorème des fonctions homo- 
gènes. 

26. Premier exemple, — Soit 

{ax H- bjr) dx = [mx -f- ny) dy. 
En posant 

y z= uxj d'où dy =z udx -+- xdu , 

,, , . , dr ax -\- by ^ . , 

1 équation proi>osee -f- = ~ deviendra 

^ '^ dx nix-\-ny 

du a -\- bu du a-\-(b — m)u— nv^ 

u -h X --- = , ou J!r---=: i ^ » 

dx m H- nu dx m -h nit 



d'où Ton tire 

dx 



,^«; 



,x a -h {b — ni)u — nu"^ 

les variables étant séparées, on intégrera les deux mct^' 

bres, ce qui n'oiïrira aucune difficulté. On remplac^^ 

y 
ensuite u par - , et Ton aura Tinlégrale générale de Féqi^^ 

lion proposée. 
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J. Deuxième exemple, — Soit 

xdf — ydx = dx ^x^ 4- ^*. 

elle équation étant encore homogène relativement à x 
, on poseray = wx, et l'on obtiendra , toute réduction 

/ dx du 

xdu =:z dx y i -i- u^ y ou — = -=== \ 

^ v/i-ha' 

grant les deux membres , et désignant par c une con- 
ite arbitraire , il vient 

ïog^=log(«-+- v'ï + wO, 
il 

a:= c(« -h ^nr^) = c (^-^ 4- y/i -h J j. 

•n en tire successivement 

ûfin 

8. Troisième exemple, — On peut quelquefois , par 
transformation simple , rendre homogène une équa- 
i qui ne l'est pas. Soit, par exemple, 

(ûj: + bf -h fn)dx=:(px -t- qx -h n)dx', 

ir faire disparaître les termes indépendants de x etjr\ 
înt 

= a?'+a, j ==/-(- 6, d'où dx^dx', dy = dy', 

iéterminons a et S par les deux conditions 
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(|ui donuciil 

nb — ///ry mp — na 

a = j- , 6 = 7- K 

aq — bp aq '— op 

et supposons d'abord que l'on n'ait pas aq — bp 
L'étjuatiou proposée se trouvera ramenée à la sùiya 

(jui est homogène, et que l'on intégrera comme précé 
ment; puis on remplacera x' etj' par x — «? y 
Mais celte transformation serait impossible si l'on 
aq — bpz= o. Dans ce cas, l'équation proj)osée dc% 

v\\ remplaçant q par s^^valeur — î 

(«X -4- by) [adx — pdy) = ^{^dy — mdx). 

On posera alors 

ax-\^ bjr =: Zy d ou djr = j , 

et l'élimination de y donnera 

(an -|- pz)dz 

adx = ^ — -, — Vf r î 

an-{- mb -^ [b -\- p)z 

les variables étant séparées, le problème est rame 
celui des quadratures. 

Dans le cas général , ou aurait encore pu rendre Vi 
(ion homogène , en posant 

ax -{- by -^r m =: t, px -h qy -}- n =^ n y 

d'où l'on tire 

qdt — bdu . adu — pdt 

dx = ' 7—9 dy = — , 

aq — bp aq — bp 

<'t l'équation proposée se trouve transformée dans h 
vante, qui est homogène : 

(pu -h qi)dt =^ (au -{- bt) du. 
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29. Prêtions pour application gcomélrîque une ques- 
tion qui a beaucoup occupé les géomètres à Foriginc du 
calcul intégral , et qu'ils appelaient le problème des tra- 
jectoires. Il s'agît de trouver une courbe qui coupe , sous 
un angle donné , toutes celles qui sont renfermées dans 
une équation donnée 
(i) F(:c,7,«) = o, 

dans laquelle le paramètre a peut prendre toutes les va- 
leurs possibles. 

Si Ton désigne par m la tangente de l'angle donné , par 
x\ y' les coordonnées d'un point quelconque du lieu, et 
■ par a l'angle que forme avec l'axe des x la tangente à la 
courbe donnée , on devra avoir 

(2) 



--tanga 



1 -t- 
Or l'équation (i) donne 



14-^ tanga 



dx' 
l'équation (a) deviendra donc 






61 comme on a en même temps 

sil On élimine a entre cette équation et l'équation (3), on 
3ura une équation entre les coordonnées d'un point quel- 
conque du lieu. 
Examinons en particulier le cas où l'équation (i) est 
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de la forme 

(4) r''=^nx^ 

on aura 

et l'équation (3) deviendra 

m ( //r"-' 4- apxP-' ^ j — /sir""' j^ -f- fl/?JP^-' = o ; 

en éliminant a entre cette é(]uation et la première, 
obtient 

(5) m (nx + py g) - nx± -^ py = o, 

équation homogène qu'on intégrera sans difficulté. 

1°. Supposons, par exemple, n=p = i^ l'équati 
donnée (4) devient 

et représente toutes les droites qui passent par l'origir 
L'équation (5) devient 

m (xdx -f- ydy) — xdy -f- xdy = o. 

On reconnaît ici que le premier membre devient u 

différentielle exacte, en le divisant par x' 4-/'. On au 

doue, en intégrant, 

' y 

m log (x' -H^*)* — arc tang - = c. 

X 

Si l'on passe a des coordonnées polaires , en posant 

X = r cos 0, j = r sin 0, 
on trouve 

m log r = -h r, 
d'où 

O-i-r 
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c 

OU , en faisant e'" = c', 

ô 

r=c' e"^. 
On obtient ainsi une infinité de spirales logariilimiques 
semblables, ayant le même point asymptote. 

a°. Supposons m = oo , ce qui donne des trajectoires 
orthogonales*, l'équation (5) se réduit à 



'"'^P^Ta^^"^ 



d'où l'on tire 

Suivant que n et p seront de mômes signes ou de signes 
l'ontraîres , cette équation donnera une infinité d'ellipses 
ou d'hyperboles semblables, et qui seront les seules 
courbes jouissant de la propriété de couper à angle droit 
toutes les paraboles ou les hyperboles renfermées dans 
l'équation 

y^ = axP, 

Si Ton a, de plus, w = p = i , la trajectoire a pour équa- 
tion 

^^ qui donne un cercle quelconque ayant pour centre le 
point de concours des droites représentées par l'équation 
donnée 

y = ax. 

Si /» = — /? = I , les courbes données ont pour équation 

JK =:= -9 et sont toutes les hyperboles équilatères ayant 

pour asymptotes les axes de coordonnées. Les trajectoires 
^^^t pour équation générale x^ — y^ = c, et sont toutes 
*^ hyperboles équilatères ayant pour asyiuptolcs les bis- 
secirices des angles des asymptotes des premières. 
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30. Équation linéaire, — On peut encore, par un 
changement de variables, intégrer Téquation linéaire du 
premier ordre 

dy -H ^ydx -h X, rfa? = o. 

Soit y=zuz'^u el z étant des fonctions de x indétermi- 
nées , on aura dy = udz -4- zdu , et en substituant, 

udz -h zdu -f- "Kuzdx -f- X| d^ = o. 

On peut déterminer d'abord u d'après la condition 
du -H Hudx = o 5 et il en résultera udz H- Xi dx = o. 
Or les variables se séparent dans l'avant-dernièrc, cU 

divisant par u; ce qui donne h X«te = o. 

En intégrant, il vient log u +f'K.dx= o, la constant^ 
arbitraire étant comprise dans Tintégrale indéfinie. 

On tire de là // = e *, substituant dans l'équatiorE 

udz -+- Xj dx = o, il vient 

e^*' dz-i-Xidxz^zOf d'où z=z —fXie'^ dlr + C, 

C étant la constante arbitraire relative à la nouvelle inté- 
grale , qui sera prise à partir de telle limite que Ton vou- 
dra. On aura ainsi 

La constante arbitraire de f\dx disparaît d'elle- 
même de cette expression , et il n'en reste qu'une , comme 
cela doit être. On retrouve ainsi Finiégrale déjà donnée 
par une autre méthode. 

31 . Équation de Bernoulli. — On peut ramener à 
Téquation linéaire la suivante, qui a été traitée d'abord 
par Jacques Bernoulli : 

dy -f- ILydx = Xi y"^'^ ^dx . 
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Si l'on pose 

I I 

2=/~", d'où ^=z " et, par suite, dyz=i z ** dzy 

on trouve , en substituant dans la proposée et réduisant , 

dz — /iXzc/xH- nlLxdx-=zOj 

équation linéaire dont l'intégrale est, d'après la formule 
précédente , 

La valeur dey s'en déduit immédiatement. 

On peut arriver au même résultat par une autre trans- 
formation, déjà employée pour l'équation linéaire. 

Soit yT=,uz\ l'équation proposée devient 

adz -f- zdii -f- ILuzdx = X| a"^' z""*"' dx^ 
et peut se partager dans les deux suivantes : 

dz-i-lL zdx = 0, du:=zXi /«"+• z" dx ; 
d'où Ton tire 

l'intégrale /X^x étant indéfinie. On en déduit 

La constante introduite par fXdx disparaît évidem-^ 
îûent, de sorte qu'on peut prendre cette intégrale à partir 
d'une valeur quelconque ; y ne contiendra donc que la 
seule constante C. 

Remarque. — On peut quelquefois déterminer l'inté- 
grale générale d'une équation du premier ordre, dont on 
II. 4 
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ronnail une intégrule pariiculière. au moyen d'une irai 
formation très-simple, employée par Enler. 
Soit, par exemple, 

dr 4- Hjeix = X, j' dLr 4- X. ^Ir. 

Celte équation a de plus que la précédente le terme X^rJ 
mais l'exposant 714- i a la valeur particulière 2. Supp 
sons que z soit une fonction de x qui satisfasse à ce; 
équation sans renfermer de constante arbitraire, et p 
sons j' = z -k-u^u étant une fonction inconnue de x, 1 
ayant égard à Téquation 

dz -h X3^ = X, z*rir-h X,rfr, 

qui a lieu par hypothèse , il restera 

du 4- (X — 2»X,) udx = X, u^dx. 

Cette équation étant renfermée dans celle qui vie 
d'être intégrée, on en tirera la valeur de u , avec une co; 
stante arbitraire, et Ton connaîtra, par suite, la valei 
générale de y. 

Si Ton n'avait pas n + i = 2 , la même subsûtutit 
ferait encore disparaître Xj dx^ mais elle introduirait 
nouvelles puissances àej qui ne permettraient plus d'î: 
tégrer la transformée. 
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CHAPITRE VI. 

ÉQUATIONS DU PREMIER ORDRE, DANS LESQUELLES 

LA DÉRIVÉE ENTRE A UN DEGRÉ SUPÉRIEUR 

AU PREMIER. 



32. Si l'équalion renferme ~- à des puissances supé- 
rieures à la première, et qu'elle puisse être résolue par 
rapport à cette quantité , on aura ainsi plusieurs équa- 
tions de la forme Pdx -h Qdy =: o que l'on tâchera d'in- 
tégrer. Soient y (a:, j, c) = o, jj (x,y, c') =o, etc., 
ces diverses intégrales dans lesquelles c, e',..., désignent 
des constantes arbitraires^ toutes les solutions de Féqua- 
tion proposée seront renfermées dans la suivante : 

ff(x, r, c).y,(x, j,c')...= o. 

On pourra effectuer les calculs en considérant la con- 
stante c comme la même dans les différents facteurs *, car, 
comme ils ne doivent être égalés à zéro que séparément, 
on n'altère en rien les solutions en représentant les con- 
stantes par la même lettre. 
Soit, par exemple, 

on aura les deux intégrales 

et l'intégrale complète sera 

(X — ax + c).(jr -h ax — c^) =2 o^ 



d'où ^=±:a; 
dx 
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OU, ce qui est plus simple, sans èlrc moins général, 
(j— ax — c)(^-|-fl:t — c) = o, ou {y —c)»— rt'x'=o. 
Supposons plus généralement 



m- 



et soit a une racine quelconque de l'équation F (z) =^7 
on satisfera à la proposée en posant 

dr X — c 

~ = a, ou y = (XX -h Cj ou = a. 

âge x 

On a donc , pour une intégrale quelconque , 

et , par conséquent , celte dernière équation est Tintégralc 
complète de la proposée. 

33. Soit maintenant une équation différentielle de de- 
gré quelconque, homogène par rapport à x, y^ 

On posera 



^=- 



d'où 
et 



dy z= xdu -\- udx , 



dy du 

— = M -f- a? — • 
dx dx 



La proposée devient ainsi 
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et il en résulte m valeurs de ii + a: -7- en fonction de u. 

dx 

Pour chacune d'elles on aura une équation de la forme 
d'où Ton tire 



du 



dx du 

X ?(«) — « 

et les variables sont séparées. 
34. Lorsque Téquation ne peut être résolue par rapport 



à ^ 5 et qu'elle peut l'être par rapport k y ovlx^ on a à 



dx 
considère rl'une des deux formes générales 

p désignant le rapport différentiel — • Dans Tun et l'autre 

cas, la différentiation conduit à une équation du pre- 
mier ordre entre deux variables ^ et a:, ou ^ et ^, Si l'on 
peut en trouver une intégrale première dans laquelle ne 
rentre pas la proposée , on éliminera p entre elle et l'équa- 
tion proposée, et l'on aura l'intégrale générale cherchée. 
Ce procédé conduit à une simple quadrature lorsque le 
second membre ne contient que la variable p. 

35. Si l'équation a la forme 

X=x¥(p)^/{p),^ 

h différentiation donne 

pdx = Y {p)dx -^ xr {p)dp -^f {p)dp. 

Cette équation , étant du second ordre , a deux intégrales 
^u premier : Tune , qui coïnciderait avec la proposée aug- 
^ex^tée d'une constante 5 l'autre, que l'on obtiendra par 
d^ simples quadratures , en observant que cette équation 



i 



54 LIVBE IV. 

est linéaire par rapport à x et dx. Eliminant p entre 
cette intégrale et Téquatiou donnée, on aura rinlégrale 
générale, et l'on en déduira les intégrales singulières 
d'après la théorie exposée précédemment. 

36. Dans le cas particulier où F (p) = /J?, on a 
Xz=px-^f{p)', 
en diflférentiant , il vient 

équation à laquelle on satisfait de deux manières. 

Si l'on pose rfp = o , il vient ^ = c , et éliminant /?, on 
a pour Tintégrale générale 

X =zcx'\-f{c). 

Si l'on pose x -f-/' (p) = o, et que Ton élimine p entre 
cette équation et la proposée , on aura l'intégrale singu- 
lière 5 car la valeur de p tirée de la dernière équation 
sera une fonction de x , et l'élimination conduira au 
même résultat qu'en substituant cette fonction de a: à c 
dans l'intégrale générale : la solution qu'on obtient ne 
résulte donc pas d'une valeur particulière attribuée à w 
constante. 

On voit d'ailleurs qu'éliminer p entre x -^f (p) === ^ 
etj=px -^/(p) revient à éliminer c entre 

ar-+-/'(c) = o et jr = c.r4-/'(c); 

et comme xH-/^' (c) est la dérivée de cx-hf{c)^ par rap^ 
port àc, on parviendra à la solution singulière de Yé^ 
quation dont j = cx -hf(c) est l'intégrale générale. 

37. Nous allons appliquer à la résolution de quelques 
questions géométriques le procédé que nous venons de 
faire connaître. 



INTÉGAATION DES EQUATIONS BIFFER KMTIF.LLES. 55 

Soit proposé de trouver une courbe telle, que le pro- 
duit des perpendiculaires abaissées de deux points fixes 
sur une quelconque de ses tangentes soit constant. 

Désignons par a c la distance de ces deux points , et par 
6* le produit des perpendiculaires \ prenons pour origine 
le milieu entre les deux points donnés , et pour axe des x 
la droite qui les joint : la condition donnée conduira im- 
médiatement à l'équation 

le signe supérieur correspondant au cas où les deux points 
sont d'un même côté de la tangente , et le signe inférieur, 
à celui où ils sont de côtés différents. On tire de cette 

équation 

ce qui est un cas particulier de Téquation 

En suivant la marche indiquée généralement , on trouve 

L s/(c'±b')p'±b'J 

posant dp^= Oj d'où p = a^ a désignant une constante 
arbitraire, puis éliminant p entre cette dernière équation 
et l'équation (i) , on aura l'intégrale générale 



X=:ax-h )/(c'±:b^)(x'±, b\ 

qui représente une infinité de droites, tangentes à la. 
courbe ayant pour équation 

(3) [c^±.b^)y^±b^x^ = ±{c'±b^)b': 

d OÙ l'on peut déjà conclure que cette courbe est la solu- 
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lion singulière, puisc]u elle esl l'enveloppe des intégrales 
particulières. 

Dans le cas où Ion pixînd les signes supérieurs, eUe 
n'est autre chose qu'une ellipse dont les foyers sont les 
deux points donnés , et dont le |)elit axe est égal à ai. Si 
Ton prend les signes inférieurs, les deux points étant de 
côtés différents de la tangente, les perpendiculaires sont 
respectivement moindres que les segments de la droite 
égale à ac, d'où résulte c<i. La courbe est donc alors 
une hyperbole ayant pour foyers les deux points donnés, 
et pour axe imaginaire ib. 

Le second facteur de récjualion (2) doit aussi donner la 
solution singulière, comme cela a été démontré générde- 
ment. En l'égalant à zéro, on a 

(4) XH- ""■■±"' -- 



Eliminant p entre les é(jualions (1) et (4)? on retrouve 
l'équation (3), comme cela devait être. 

Dans cette question, la courbe que l'on avait en vued* 
déterminer est donnée , non par l'intégrale générale 
mais par la solution singulière 5 ce qui montre que ceti 
dernière doit toujours être cherchée avec le même so 
que la première. 

38. On donne deux parallèles, et sur cliacune d*ei 
un point fixe; et Von demande V équation de la cou^ 
telle y quen lui menant une tangente quelconque y 
segments déterminés sur chaque parallèle entre le po 
fixe et le point de rencontre ai^ec la tangente donm 
un produit constant V \ 

Soit 2a la droite qui joint les deux points fixes j p 
nous l'origine en son milieu , Taxe des x suivant sa dii 
tion, et l'axe des y parallèle aux deux ligues données. 
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La condition donnée fournit Téquation 

Le signe -+- du second membre se rapporte au cas où les 
deux segments seraient d'un même côté de l'axe des x, et 
le signe — au cas où ils seraient de côtés différents. 
On tire de celle équation 



d'où, en différentiant, 

dx\ yla^p'±:b'J 

On aura l'intégrale générale en posant 
dp ,, . 

--7-=rO, dou pr=,o.^ 
dx 

a désignant une constante arbitraire, et substituant a à/; 
dans Téquation différentielle de la courbe-, ce qui donne 

On aura la solution singulière en éliminant p entre l'é- 
quaiion différentielle de la courbe et la suivante : 

à^ p 



Ce calcul conduit à Téquation 

^1 représente une ellipse ou une hyperbole , rapportée 
a Un système de diamètres conjugués, suivant que l'on 
prend les signes supérieurs ou les signes inférieurs. 

L'intégrale générale représente toutes les tangentes à 
1 une ou à l'autre de ces deux courbes. 
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39. Proposons-nous encore de déterminer la courbe 
telle, que la partie ele chacune ele ses tangentes, inteT- 
ceptée entre deux droites rectangulaires, soit égale à 
une quantité donnée a. 

En prenant les deux droites rectangulaires pour axes 
de coordonnées, on est conduit à Téquation 

ap 

le radical comportant le double signe. On trouve, en la 
différentiant , 



dp\x-^ ^— T =o 

L i^ + P'Y} 



L'intégrale générale sera, en désignant par.c une con- 
stante arbitraire , 

ac 

yz=zcx+ s 

on obtiendra la solution singulière en éliminant ;; entre 
Téquation différentielle de la courbe et la suivante : 



X H ^ = o. 

On tirera d'abord 

(.-H/'M^=-(^y. 

qui , remis dans la première , donne 

r = px'\x'^'-a^)', 

tirant de là la valeur de p, et la substituant dans la pré-' 
cédente , on parvient à Téquation 

1 i. 2 

dont la discussion est très-facile. 
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Nous allons dëmontrer maintenant que cette courbe 
est autre que l'épîcycloïde qui serait engendrée par un 

>intd'un cercle ayant pour rayon j et roulant intérieu- 

ment sur un cercle de rayon a. 

En effet, soit OB (Jig. i) un rayon quelconque d'un 
rcle ayant pour rayon a-, décrivons un cercle qui ait 
>ur diamètre BC, moitié de OB, et prenons l'arc BM 
al à l'arc BA , A étant un point fixe du premier cercle: 
point M appartiendra à répicycloïde en question , et il 
igit de prouver que la partie de sa tangente au point 
lelconque M, qui sera comprise dans l'angle droit YOX, 
t égale à a. 

Or, la normale à cette courbe étant BM, la tangente 
ra MC , et il faut prouver que l'on a LN = a. 
Remarquons pour cela que, d'après la théorie de la 
esure des angles, et la condition AB = BM, l'angle 
CM est double de NOC , et par conséquent NOC = CNO 5 
où CN = CO. 

On prouverait de même que l'angle LCB est double de 
OC, et que, par conséquent, LOC = OLC, d'où LC = OC 
> par conséquent, LN == a -, ce qu'il fallait démontrer. 

M. Équation différentielle de la développante du 
^rcle. Son intégration. — Désignant par a , 6 les coor- 
Oûnées d'un point quelconque d'une courbe quelconque, 
tpar X, ^, celles du point correspondant de sa dévelop- 
^ûte, on aura les deux équations 

djr dcL doL a — x 

d.x €/6 €/6 6 — y 

)ans le cas où la première courbe est un cercle , on a 
^ Oû aura l'équation de sa développante en éliminant a 
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cl S eiiire ces trois ctiuations. La dernière donne 

qui , combinée avec la seconde , donne 
ax -h 6/ = a^ 
La première devient 

ax 

et l'élimination de a et 6 conduit facilement à Téquation 
du second degré 

(i) (:CÉ^.r-hjrfr)'=û'(f/^' + É(r'), 

(jui , résolue par rapport à y y pourrait être traitée par la 
méthode précédemment indiquée, calcul que nous n'ef- 
fectuerons pas. On en déduit d'abord une relation très- 
simple entre l'arc s et le rayon vecteur r mené du centre. 
En effet, puisque x*-!- j^*= r*, on a 

xdx -^ ydy z=i rdr\ 
de plus ' 

on obtient donc immédiatement 
rdr = ads , 

équation que Ton trouve directement parla figure*, ^ 

résulte 

r* = 2 flf + C« 

Si l'on fait commencer les arcs à partir de la naiss-^ 
de la développante, on aura r = a pour 5 = o; douc^ 

C = a^ et r^zrznas-h a\ 

On obtient une autre formule simple entre l'arc dt^ 
développante et son rayon de courbure p, qui n'est au * 
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e que l'arc correspondant du cercle. En effet, on a un 
igle rectangle formé par le rayon vecteur de la déve- 
lante , la tangente au cercle , qui est le rayon de cour- 
; , et le rayon du cercle , d'où résulte 

par suite , 

p' = 2 as, 

laîntenant, pour intégrer l'équation (i), nous la trans- 
Qcrons en coordonnées polaires ; elle devient alors 

i l'on tire 

rfO = — , 

ar 

en intégrant, 

Ô = v/r* — û' -h arc sin - -H C; 

a r 

jant commencer les angles au rayon vecteur égal à a , 



C = et = - i/r» — û* — arc cos - î 

2 a^ r 

lation que l'on trouve à la seule inspection de la figure. 
3n en peut déduire l'équation entre x eX y en la met- 
t d'abord sous la forme 

a \ I— 

4- arc cos - = - yx' 4- r'— a% 
r a 

îs prenant successivement le sinus et le cosinus des 
IX membres ^ on obtient ainsi 



« • . . / «' .1 / ^ 

-smô -h cos 9 4/1 = sin - vj:'-*- r' — rt\ 

r y H a ^ ' 

-cosO — sinô 1/ I - = cos- i/jp'-H r'— o}, 

r y T^ a "^ 
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Multipliant la première par siuO, la seconde par cosS. 
et ajoutant , on trouve - pour premier membre, et mul- 
tipliant par r, on obtient 

X cos - J.r* + j' — û' + / sin - >/x' H- j' — fl'= a, 
a a 

équation que Ton trouverait directement, comme nous 
Favons déjà dit, n° 259, en projetant l'abscisse et l'or- 
donnée sur le rayon mené au point de contact du cercle 
et de la tangente mobile. 



aie 

riil 
-lé: 
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CHAPITRE VIL 

ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES TOTALES. 



[ . La première question que nous avons traitée dans 
ilcul înlégral a eu pour objet de trouver une fonc- 
d'une seule variable , lorsqu'on connaît l'expression 
i différentielle au moyen de cette variable seulement. 
s avons considéré ensuite les fonctions de plusieurs 
ables indépendantes, et nous nous sommes proposé de 
léterminer, connaissant l'expression de leurdifféren- 
e totale, ou , en d'autres termes, de toutes leurs dérî- 
partielles du premier ordre. Revenant ensuite au 
nier problème, nous l'avons étendu au cas où la diffé- 
ielle par rapport à la variable indépendante unique 
ermait dans son expression la fonction elle-même 
se avec la variable indépendante : c'est ce qui consti- 
Tintégration des équations différentielles à deux va- 
les. Nous allons maintenant étendre de la même nra- 
ele second problème, et supposer que la différentielle 
le de la fonction inconnue de plusieurs variables in- 
ondantes renferme la fonction mêlée avec ces variables, 
équations qui donnent une pareille expression à la 
érentielle de la fonction cherchée, se nomment équa- 
s différentielles totales. Nous nous bornerons à celles 
renferment trois variables, 
.eur forme la plus générale est 

O R 

Pdlr 4-QûÇ;'-f- Rr/z r= o, ou dv =z — ^ dy — -^z; 

îr^ considéré comme la fonction des variables indépen- 
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dantcs y^ z\ et la différeiuielle totale de X renfermera à 
la fois cette fonction et l(?s variables indépendantes : P, 
Q, R étant des fonctions quelcon<|ues de x, y^ z. 
Si Ton connaissait la valeur de x en ^ et z, en la re- 

O R 

mettant dans ces trois fonctions , — ^ et — - seraient 

identiquement les dérivées partielles de x par rapport àj^ 
et z. Donc d'abord , si Ton cherche la fonction la plos 
générale de y qui satisfasse à la condition que sa déri?ée, 

par rapport hy^ soit — -» z étant considéré comme une 

constante, la valeur cherchée de x sera renfermée dans 
celle que Ton aura ainsi déterminée; et il ne restera pins 
qu'à l'assujettir à satisfaire à la seconde condition. 

Il faut donc d'abord intégrer l'équation -7- = — y ou 

Pr/x-f- Qr/^ = o, j 

dans laquelle z est une constante. Ce problème rentre 
dans la théorie précédente ; et , en le supposant résolu, on j 
aura une équation U = o entre x^ y^ z, C] C désignant ' 
une quantité arbitraire, indé|>endante de x, y y mais cjo^ 
peut renfermer z d'une manière quelconque 5 et il s'agit 
maintenant de déterminer C, s'il est possible, de manière 
que la dérivée partielle de x, par rapport à z, soit identi- 

quement — 5 ' ati moins, lorsqu'on aura substitué à J? sa 

valeur tirée de U = o. 

Dififérentiant Téquation U = o, en traitant y comiï^^ 
constant , il vient 

dU dV rdx\ dVdC_^ 

'Th'^T^yThj'^dclh''^'' 

et substituant à -7- la valeur — -• ciuil doit avoir* il sc^'^ 
dz P * ' 
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nécessaire et suffisant de satisfaire à Tëquation 

^*' dz ^ dx'^ dC dz ~^' 

dans laquelle x est censé remplacé par sa valeur. 

Mais, comme C ne doit pas renfermer j^, il est néces- 
saire ^e la substitution de x dans cette équation en fasse 
disparaître j^. Si cela n^a pas lieu, le. problème est im- 
pos^le; et si cela a lieu, on aune équation différentielle 
du premier ordre entre C et ^. Son int^rale générale 
renfermera une constante arbitraire*, et reportant la va^ 
leur de C, quW en déduira, dans Téquation U = o^ on 
aura Téquation qui détermine x de manière à sati$faire 
aaxxonditions ptro|>osées. 

On Yoit que la question n'est pas toujours susceptible 
d'une solution, et que, quand elle en a une, Tint^rale 
est donnée par une équation entre x, j, 2, qui renferme 
une constante arbitraire, et que Ton obtient par Finté- 
gration de deux équations du premier ordre, à deux va- 
riables. 

42. Il suit de là que quand la question proposée est 
possible, Féquation différentielle résulte de l'élimination 
d'une constante arbitraire entre une équation à trois va- 
riables et sa différentielle totale égalée à zéro; et cette 
considération va nous conduire à un proposition impor- 
tante. 

Soit V = C rintégrale de Féquation (i) résolue par 
rapporta la constante arbitraire C. En la différentiant , 
1 élimination de C se trouvera effectuée, et le résultat sera 
identiquement le même que si l'élimination s'était faite 
autrement. 

L'équation . • 

dx dy dz 

II. 5 
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devra donc être îdeBtiqtie avec l'iSqualion (i), loraqu 
aora réduit le coefficient de la même différentielle, 
exemple de dXj a avoir la même valeur de part et d'aui 

Moltipliant donc Fécpation (i) par —-j elle devi* 

dra identique avec (3), et son premier membre sera, 
conséquent, la différentielle exacte d'une fonction Y 
trois variables indépendantes x, jTj x. D'où se tire c< 
conséquence, que lorsque la question admet une solutù 
le premier membre de VéquaXion donnée detnent n 
différentielle exacte quand on le multiplie par une o 
toute fonction des trois 'variables. 

Soit fi le facteur tel, que fxPdbr + jucQ^^ + f&R^si 
une différentielle exacte, on aura les trots conditions si 
Tantes: 





d.^q d.aV 
" dx ' dM 


dx ' 






/en les 


développant , 










dV ^duL 

4r djr 


.g--»!^- 





Si Ton multiplie la première par R , la seconde pa 
— Q, la troisième par P, qu'on les ajoute ensuite, < 
que Ton supprime le facteur |i, on devra avoir identi 
quement 

<4)K^-f)-<-ï)->(f-S)=' 
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U sera donc inutile de chercher à résoudre la question 
quand cette identité, facile à vérifier, n'aura pas lieu. 

Réciproquement, toutes les fois qu'elle aujra lieu, la^ 
question admet une solution \ car nous allons démontrer 
que dans ce cas le premier membre de Féquation (a) de- 
vient indépendant de y quand on en élimine x. 

Mais, pour plus de simplicité, nous supposerons que 
Féquation U = o ait été résolue par rapport à la con- 
stante C, et soit remplacée par tJ= C, ce qui ne chan- 
gera rien aux conditions. L'équation (2) se change alors 
en la suivante : 

et il faut toujours que la substitution de x en fasse dis- 
paîaltrej. 

Soit u le facteur qui rend Vdx + Qdjr différentielle 
«xaotej on a 

et 

^ dU ^ d\] 

U quantité qui ne doit plus terdermery est 

dJl 
dU ^ dx dV ^ 

dz 1? dz 

\ ,. 

* ®' u suflSt d'exprimer que sa dérivée par rapport à y est 
^ttUe, en considérant x comme une fonction de y^ dont la 

dérivée partielle par rapport ky est — ^« On obtient ainsi 
^ dzdx'^ ^df dx'v) \dy rf^'pj""®' 
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Ea Bnlti{iLuit fu P ce 4k«rvim£ <pv -^ ^ v^ 

on* m dérnoppaBty 

et la dernicre partie R ^p^— Q^) se rA 

Ri'l -^ — —\ : la coii£tioii p r cccdone derientd 

en iopprimant le ùtctear common v, 

^ /dq dK\ ^ {dK dV , ^ fdV £/Q\ 

équation qui ne diffère pas de Féquation (4 ). Dmc 
équation , déjà démontrée nécessaire ^ est en même t 
saflisante pour que la question proposée admette 
solution. 

On procéderait d^une manière semblable dans le c 
le nombre des variables serait plus grand. 
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I ' " • I r I I 

CHAPITRE Vm. 

db:s équations linéaires d'um ordre quelconque. 



AS. On appelle ainsi celles dans lesquelles la fonction 
clierchée et ses dérivées jusqu'à l'ordre m n'entrent qu'au 
premier d^ré, et ne se multiplient pas entre elles. Leur 
forme générale est 

A,. . ., U, V étant des fonctions quelconques de x. Ces 
équations jouissent d'une propriété remarquable, lorsque 
le dernier terme V manque. Elle consiste en ce que la 
somme de plusieurs solutions forme encore ime solution 
de la même équation. 
Soit, en effet, l'équation 

(.) SH-A^+... + T| + „r = .. 

Si 7i , j^j , etc. , sont des fonctions qui satisfassent à cette 
équation , on aura 






dsf^ 





-*-^ê-*-"-^'=«' 




.+ T^ + Uj-, = o. 



Ajoutant ces équations , on aura le même résultat que 
si l'on substituait y^ -H jj +•••-*-/»»/ dans ( 2 ) . Donc 
'« iomme d'un nombre quelconque de fonctions de x 
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aucune incompatibilité. Il donnera, pour ces inconnues. 

des valeurs de la forme 

d'où 

c, rr/XiÉÙr-f-ai, c,=/X,d:r -+-««,...». c«=/X« dlr -f- ot. 

et 

(3) j=/,(a.4/X,rfx)4o^,{«,+/X^)4-...4-r«(a<,H-y^ 

C'est Tintégrale générale, puisqu'elle renferme m con- 
stantes arbitraires. 

45. Si l'on ne connaissait pas m intégrales particulière: 
de l'équation (2), la question ne serait pas ramenée immé 
diatement aux quadratures. 

Supposons, par exemple, que l'on en connaisse m -^ i 
intégrales particulières, on ne pourra plus établir que 
m — 2 conditions entre les m — i quantités Ci , c„ . . . , c^-i ■ 
Alors l'expression de d"'~'^y renfermera rfci..., dc^^i]e\ 
d"^y renfermera fiPc|,..,, d^c^^ La substitution dans le- 
quation (1) fera toujours disparaître Ct, c„...,c^_i, maii 
leurs différentielles premières et secondes y entreront; ei 
comme les m — 2 équations établi es entre dc^ , dc^ , . . . , dc^,% 
déterminent ces diiféremielles en fonction de dc^-i on aur£ 
une équation linéaire du second ordre qui renfermera 
dc^y d^Çij mais non c^.. On la ramènera au premier ordre 

$ans qu'elle cesse d'être liiiéaire, en posant ^-^ = <2. Ell< 

pourra toujours s'intégrer complètement, et il s'in- 
troduira ainsi deux constantes arbitraires. De simple 
quadratures feront ensuite connaître les m — 2 autre 
quantités Cs, Cs,..., c„_i, et il s'introduira ainsi m — 
nouvelles constantes arbitraires, de sorte que la valeur d^. 
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renfermera m constantes arbitraires , et sera , par oonsér 
quent, l'intégrale générale de l'équation (i). 

46. Si l'on n'avait connu que m — a int^;rales de l'é- 
quation (2), on n'aurait pu établir que m — 3 relations 
entre Ct, C|)..., Cm.s, et Téquation (i), après la substitu- 
tion, aurait renfermé les différentielles troisièmes. L'éli- 
nûnation de Ct,..., c^^t aurait donné une équation li- 
néaire du troisième ordre renfermant dc^^ éPc^ ^^d 
mais non Ci. On pourrait donc encore l'abaisser au second 
ordre, sans qu'elle cessât d'être linéaire; et si l'on poi^- 
vait l'intégrer complètement, on en déduirait, conunc 
dans le cas précédent, l'intégrale générale de l'équa- 
tion (i). En appliquant les mêmes raisonnements , on ver- 
rait que si l'on connaît m — n intégrales particulières de 
l'équation (2), l'intégration complète de l'équation (i), 
et, à plus forte raison, de l'équation (2) est ramenée à 
celle d'une équation linéaire de l'ordre n , et à de simples 
quadratures. 

47. H est facile de démontrer que l'intégrale générale 
de l'équation 

^(nÀsessairement de la forme 

En effet , soit y^ une solution de cette équation ; suppo- 
sons qu'elle ne renferme aucune constante arbitraire, ce 
qu on peut toujours faire , puisque , s'il en existait , il n'y 
aurait qu'à leur attribuer des valeurs particulières. L'é- 
quation (a) admettra pour soluticm 

^ désignant une constante arbitraire. Considérant main- 
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tenant c comme une fonction de Xj on aura 

â^y = y, d^c -f- ^dyx de ^ cd^yiy 

t^jrs:s /, d^c-^mdyx d'^^e -^...^cdTyi. 

En substituant dans Téquation (a), les termes multipliés 
{)ar c disparaissent, et Ton a une équation linéaire de la 
forme 

</*c , d'^^^c _ de 

de 
et, en posant — = u, 
dJD 

Soit Ui une solution de cette équalion, sans constante 
arbitraire , cfui en sera encore une , et Ton aura 

csscyiiicte -f-c% d'oCi /•= c'^yi 4- djfxja^dx^ . 
On a donc une solution de Téquation (a), de la forme 

y, étant une fonction de x différente de y^. 

Donc , puisque cela peut s'appliquer à toute équation 
linéaire, on aura ime solution de Téquatlon (&) de la forme 

d'où 

e = «/«, dx -4- ^futdx -f- 7, 

et, par suite» 

y=z aLyJu,dx -f- ^y^fu^dx -h y/„ 
c'est-à-dire que l'équation (a) a une intégrale de la forme 
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n en sera donc de même de l'éqnatioii (£), et ainâi de 
suite, jusqu'à ce que l'on ait pour y une expression ren- 
fermant m constantes arbitraires , et qui sera Vintëgrale 



48. Le calcul précédent conduit encore à cette impor- 
tante proposition, que Téquation (a) ne saurait avoir de 
lotutioQ singulière. Supposons» en effet, qu'il y en ait une, 
et désignons-la par j^i, après qu'on aura remplacé par 
des valeurs particulières quelconques les constantes arbi- 
traires , si elle en renferme. Les raisonnements qui ont 
été faits dans le numéro précédent conduiront encore à 
• une valeur dey de la forme 

^ sera nécessairement l'intégrale générale. Mais j^i s'ob- 
tient en supposant nulles toutes les constantes excepté c^ : 
[ die est donc une int^rale particulière , quelques valeurs 
^'on y ait mises pour les constantes , et non une solution 
singulière, comme on l'avait supposé. D'où il suit que 
les équations renfermées dans la formule {a) ne peuvent 
jamais avoir de solutions singulières; 

49« Cas où Von connaît une intégrale patticulière de 

f équation (i). — Lorsque Ton connaît une intégrale par- 

^ liculièr* de Véquation (i) , on peut ramener la recbercbe 

-"^ de son intégrale générale à celle de l'intégrale générale de 

. l'équation (2). 

Soit, en effet, u cette intégrale particulière ; on posera 
ï^u-i^z dans Téquation (i) , et en supprimant les termes 
îui se détruisent diaprés l'hypothèse, il restera 

6t Ton est ramené , par conséquent , à la recherche de Fin- 
^^grale générale de l'équation (a). 
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Soil pour premier exemple 

A, • • • , U, a, . • . , ^ étant constants. 
On posera 

On identifiera les deux membres après la substitation 
dans Féquation proposée, et il en résultera ti + 1 équa- 
tions qui détermineront les ti -^ i inconnues a, S, • • . , /x. 
On rentrera donc dans le cas où le second membre se- 
rait nul. 

Soit pour second exemple 

~--f-A ^^^^, H-. ..-f-IJr = flCos(/M:-h/?)-+-^sin(/îx-H/ï), 

on posera 

^=r acos(;t:r+/^) + €flîn (iia;4-/>). 

En substituant dans la proposée^ le premier membre ne 
se composera que de termes dont les uns renfermeront 
cos (/2j;+;7), les autres sin {jix -^-p^^ multipliés par des 
constantes. En galant les coefficients de ces deux expres- 
sions dans les deux membres, on aura deux équations 
qui détermineront a, ê. Mais il peut se faire que ces 
équations soient impossibles : par exemple si cos (nx -h/^) 
ou sin (nx-^-p) étaient solutions de Féquation sans se- 
cond membre. 

Ainsi, soit le cas suivant qui se rapporte à desTaleurs 
imaginaires de n, 

on aura luie solution en posant 

^ "" qr — ,n^ ' 
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dais elle devient illusoire si ^ =: m. On emploiera alors 
m artifice dont nous avons déjà fait usage autre part. On 
ijoutera une solution de Pécjuation sans second membre, 
f=zc€^^ ce qui donnera une solution de la proposée, 
lans laquelle on supposera encore tf différent de m; 
savoir 

et on choisira C de manière que cette sommé se réduise 

à -pour 9 = fi»« Il suffit de prendre C= ; -y, et 

qnel que soit q^ 

sera solution de la proposée. Faisant tendre q vers la 
ooDstante' m, on trouvera pour limite de cette fraction 

2/» 

on connaît donc ainsi une solution de l'équation 

et Ton aura par coijséquent pour son intégrale générale 

2Wf 

On agirait d'une manière analogue si le second membre 
enfermait, en outre, des termes semblables dans lesquels 
^B coefficients n elp seraient changés. Et généralement 
î Ton a 
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et que J'on trouve des valeurs de j" satisfaisant à cette 
équation, dans laquelle on riéduira le second membre à 
Tune des fonctions respectives F(x)jJ{x)y <f{x),.». 
la somme des valeurs ainsi obtenues pour chacune de ces 
fonctions successivement, satisfera à la proposée. 

Remarque. — Si l'on connaissait m -+- i intégrales 
particulières /i, J'jv? J'm+i de l'équation (i), les diffé- 
rences jTf —jTi , jTi — ji , . . . , f^^i — jTi satisferaient à 

•r-r+--+Uvtaîto. 

L'intégrale générale de cette dernière serait doue 

et l'intégrale générale de la proposée serait 

r=/i -H ^i (r« — r.) -H ... 4- c^ {jTm^t — Xi)' 

80. Autre méthode pour l'intégration de F équation 
linéaire complète. — M. Cauchy a donné une méthode 
pour trouver une intégrale particulière de l'équation 

quand on connaît une intégrale de la suivante, 

telle que pour x == a, on ait 

d9 (t^*z fP*-*« 



2 



=*•' ^=^**' 2?^=^*' ^==ï=*^<*)' 



qildle qae soit la constànte'^^ et l*on conçdt qtt^on pourra 
toujours trouver une valeur de z satisfaisant à ces condi- 
tions, si Ton connaît Tintégrale générale de l'équation (a)^ 
qui renferme m constantes arbitraires. 
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Soit» en effet* z s=zf{xj a) cette vakur de z. Posons 



•/o •/© 

nous en déduirons 

*=„..„. jr tel)... 

Mais par hypothèsey*(a, a) est nul, quel que soita ; donc 
f(xyx) = o, et Ton a seulement 

On trouvera de même 

Substituant à jr et à ses dérivées les valeurs ainsi obte- 
nues dans l'équation (i), elle devient 

^® qui est une identité en vertu de l'équation (a). 

Connaissant ainsi une solution de l'équation (i) , on 
^^a son intégrale générale, en y ajoutant l'intégrale gé- 
^^rale de l'équation (2). 

formule relative aux intégrales d'ordres supérieurs. 
%H. Si dans l'équation (i) toua les cpefficients sont 
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nuls 9 excepté le dernier, on a une équation de la forme 

y étant une fonction quelconque de X. En intégrant rti 
fois de suite par rapport à x, on aurait la valeur suivante 
dej: 



t Ç'^ydarz=fda:fdx...f1fdx^c, 



«™-4-...-4-c^ 



Mais, au lieu de quadratures successives, on peut, aH 
moyen d'une formule que nous allons faire connaître » 
exprimer j^ par une suite de quadratures simples , indé- 
pendantes les unes des autres. 

On aura d'abord, en intégrant par parties, et en omet^ 
tant les constantes , 

J'ydx^z=zfdxpfdx = xJydX'^fVxdx, 

f^\dx^= —{x^fydx—axf\xdx-\-fVx'dx). 

En continuant d'intégrer successivement et opérant les 
réductions , on reconnaîtrait que les coefficients numé-*- 
riques suivent la même loi que ceux du développemer»*- 
de (a — by, et que l'on a 



/■ 



^ 'i 1.2.../? 1 

\±:f\af'^'dx ' 

Mais, pour démontrer .rjgoureuscmerit cette .forjnul^ ' 
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lupposons qu'elle soit vraie pour une certaine valeur n , 
ît prouvons qu'elle sera encore vraie pour n -h i . 

Or, en partant de la dernière formule supposée exacte, 
on trouve , en intégrant par parties , 

/n-hi 
I .2 ^ 



I . 2 ... « . 

: — ^^ — ^ — ,T^—p fyxP-^^ fî.r. -T' . 

1.2.../? ^ ^^ 

±nxfy.T^-'d7: 

n n(n — i) 



' ' ' '•'' W-V-rV-r. 



1.2.../? 

Or on a 

N ^ n{n — i) _, 
(i — i)«=:i 1 — i ±:«q::i = o; 

donc 

n n(n — i) 
, ^ ^ — ^. 

l 1.2 

^t la formule précédente devient 



di« =3:1, 



/ 



n-Hi 



; |H-— i ^ ^^ ^ -.7^P fWa^^dx'nz. 

' '~ 1.2. ../? -^ 

n. 6 
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La loi en question est donc vraie pour Tindice n -f-i, si 
elle Test pour l'indice n \ et comme elle a été reconnue 
pour n = 2 , elle est démontrée pour toutes les valeurs 
entières àen. 

Ainsi la valeur générale de j^ qui satisfait à l'équa- 
tion (2) , sera, en rétablissant les constantes , 

'^~i.2...(/7i-i) ±^ —^-^'^'-'J'f^'dxzç:, 

Équations linéaires à coefficients constants. 

52. La forme la plus générale de ces équations est la 
suivante : 

Si l'on suppose d'abord que le dernier terme V soit con- 

V 
stant, on le fera disparaître en changeant y enj^-hrv'^ 

de sorte que l'équation qu'il suffit alors de considérer est 

et si l'on peut en trouver m intégrales particulières, ot» 
formera l'intégrale générale en les multipliant chacun^ 
par une constante arbitraire, et les ajoutant. Posons 
y = e**', a étant indéterminé, et substituons dans l'équa- 
tion (1) , il vient 

(2) «*"-+- Au— '4-. . ."hTa -MJ = o. 
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1 aura donc m intégrales particulières en prenant 
sssivementpour a les ni racines de cette équation. Si 
;s désigne par aj , ûe, , . . , , a„,, et par Cj , Cj , . . . , c« 
onstantes arbitraires, l'intégrale générale de l'équa- 
(i) sera 

t. Il est facile de démontrer que cette équation donne 

l'intégrale générale de l'équation (i). Il suffit, pour 

j de faire voir que pour une valeur particulière 

: a 3 on peut déterminer les constantes de manière que 

~' "* ' ^;i^ ' soient égaux à des quantités arbitraires. 

remarquera d'abord que ces constantes étant entière- 
X indéterminées , on peut mettre y sous la forme 

on aura, pour 'déterminer c^ , Cj , . . . , c„, les équa- 
s suivantes dans lesquelles y o » y» > • • • so^it les valeurs 
et de ses m - — i premières dérivées pour a: = a : 






équations du premier degré de ce genre conduisent à 
formules dont il n'est peut-être pas inutile de rappe- 
ici la démonstration. 

lultiplions la première équation par une indétermi- 
fc, la seconde par k\ etc., et la dernière par i, puis 

6. 
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ajoutons-les, nous aurons 

pour délermiiier rj, nous égalerons à zéro les coefficients de 
c,..., c„, ce qui donnera, pour déterminera, A\ .., fc^"'", 
les équations en même nombre 

U + ^'^3 H- X''^: -h . . . 4- «""'= o, 



Les premiers membres de ces équations ne sont autre 
chose que les valeurs que prend le polynôme 

que nous désignerons parcp (a) dans lequel on remplace 
successivement a par toutes les racines de l'équation (2)1 
excepté «i : le polynôme (f{a) aura donc pour racines 
a« , ^3 , . . . , a,„ , et il en résultera 

?(«) = (« — «0{^ — «0- ••(« — ««•) = — ^• 

a — a, 

en représentant par F (a) le premier membre de l'équa- 
tion (2). De cette équation l'on déduit 

?(«.)=F'(«.), 
et l'on aurait de même 

et ainsi de suite 5 de sorte que si l'équation (2) n'a pas ^ 
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S égales , les dénominateurs des inconnues Ci , Cj ,. . . , 
nt F' («1 ) , F' («s ) , seront différents de zéro , et par 
|uent on pourra satisfaire aux équations (5); ce 
fallait démontrer. Les équations (4) ou (3) repré- 
it donc bien l'intégrale générale. 
Levons maintenant ce qui se rapporte à la détermi- 
de ces inconnues , par exemple de Cj ; sa valeur est 

WW) 

reste donc qu'à connaître les valeurs de A, A', ... 5 
s résulteront de l'identité 



ra de développer le quotient fini de F (a) par a — a^, 
coeflScients des différentes puissances de a seront 
. . . Les formules que l'on obtiendra ainsi convien- 
pour ^2,^3,... par la simple substitution de ces ra- 
espectives à «j. 

s nous bornerons, sur ce point, à l'examen du cas 
1 où les racines sont différentes , et nous ne traile- 
is le cas particulier où il y en aurait d'égales. 

Si l'équation ( 2 ) a des racines imaginaires , la va- 
I) de j- se présentera sous forme imaginaire; mais 
est plus facile que de lui donner une forme réelle. 
a±6^ — I deux racines imaginaires conjuguées 
[uation (2), les termes qui en proviendront dans 
iule ( 3 ) seront de la forme 
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OU eiii-Oïc 

e*-^ [A(cos6a:-|- ^ — i sin6j:) -f- B(cos6x — y^ — i sin6j;;[ 

Or, A et B étant des quantités arbitraires , réelles ou ima- 
ginaires, on peut les déterminer de manière qu'on ail 

A-+-B = M, (A — B)v/^=N, 

M et N étant des ronstantes arbitraires. Les deux termeî 
que nous considérons dans Téquation (3) seront don< 
remplacés par 

^"•^(Mcosêjr 4-N sinSx), 

et la valeur de j' se présentera sous une forme réelle. 

55. Si l'équation ( i ) avait des racines égales, les lerm<: 
correspondants de la formule (3) se confondraient en a 
seul , et Ton n'aurait plus l'intégrale générale de l'équa 
tion (i) , puisqu'il n'y aurait plus m constantes arbi 
traires. Mais il est encore facile de trouver dans ce ca 
l 'intégrale générale . 

Soient «1 et «a deux racines que l'on suppose égales 
On peut altérer infiniment peu les coefficients de l'équa 
tion (i) , de telle sorte que l'équation ( 2 ) n'ait plus de r£ 
cines égales, et que, par conséquent, la formule (3) don» 
l'intégrale générale. Lorsque les coefficients tendront vei 
ceux de l'équation (i) , cette intégrale tendra vers une li 
mite qui satisfera nécessairement à l'équation propose* 
et qui en sera l'intégrale générale, si elle renferme 
constantes arbitraires. 

Soit «1 -f- cî la valeur de la racine qui tend à se réduJ 
à «1. Les termes correspondants à «j et a^ H- cî dans la ^ 
leur de y seront ce*^^ -\- c'e^'^"^ ^, ou 
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OU, en posant c-hc'= A, c'5=:B, 

1 .2 

les constantes c et c' étant arbitraires peuvent toujours 
être choisies de manière que B et A aient des valeurs fi- 
nies quelconques, quelque petit que soit d. Donc, à me- 
sure que d tend vers zéro , la somme des termes que nous 
considérons tend vers la limite Ae**»'-!- Bxe*,^, et la for- 
mule (3) se change en celle-ci : 

(6) ^ = c«i«(A-t-Ba:)-f-C3C«»*4-. . •-hc„,e°'n*. 

Cette valeur de j^ est l'intégrale générale, puisqu'elle ren- 
ferme m constantes arbitraires. 

56. Si trois racines étaient égales, on supposerait d'a- 
^rd 1 équation modifiée de manière que deux racines 
seulement fussent égales , ce qui conduirait à la for- 
mule (6) 5 on y remplacerait a^ par a^ -f- cJ, et l'on aurait 

r = ^.'r(A+C3)4-(BH-C3^) x-hc,$'^^ 4-C3 ^^ 4-. .1-4-.... 

^ï^, A, B, C3 étant arbitraires, on peut poser 



1.2 



= C, B 4- <^3 ^ = B', A 4- C3 Œ A', 



A.', B', C étant de nouvelles constantes arbitraires; et, 
^^îsant tendre d vers zéro , on aura pour l'intégrale gé- 
ïiérale 

^^ continuerait de la même manière si l'on supposait 
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une quatrième racine égale à «i ; et Ton voit qu'en géné- 
ral, si n racines deviennent égales à «i, on aura pour 
l'intégrale générale 

(7) j = ^"(A'-f-B'j:-f-C'j:^-+-...4-P'jc*-') 

57. On peut encore déterminer d'une autre manière 
l'intégrale générale, lorsque n racines ûi, û2,- • • ? ^n ont 
une même valeur a. En effet, on ne connaît plus alors 
immédiatement que m — n-\-i intégrales particulières, 
et ce cas rentre, par conséquent, dans celui qui a été 
traité dans un des numéros précédents. 

Soil Ce*" le terme auquel se réduisent n termes de 
l'équation (3), et généralisons-le en considérant C comme 
fonction de x \ nous aurons 

d'"Y ^ dC d"'C 

daf^ dx dxT' 



dr ^ dC 

dx dx 

X = Ce-'. 

Substituant dans l'équation (i), les termes qui renferment 
C disparaissent en vertu de Téquation (2) ; ceux qui ren- 
ferment — disparaissent, ainsi que les suivants, jusque 

ceux où entrent ^_^ inclusivement , parce que la raciu^ 

a annule les n — i premières dérivées de l'équation (2) * 
Il reste donc une équation en C dans laquelle l'ordre 1*^ 
plus élevé est /?*, et le moins élevé est n. Son intégral^ 
générale fournirait m constantes arbitraires, mais nott^ 
n'avons besoin que d'une valeur de C qui en renferme n ^ 
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c'est ce que nous aurons en posant 

^=0, d'où C=:A'-f.B'^-+-...-l-Far«-'; 

qui conduit de nouveau à la formule (y). 

S8. Si le dernier terme V était fonction de j:, on pour- 
ît commencer par le négliger, et l'on intégrerait Téqua- 
on (i) comme nous venons de le faire ^ puis on considé- 
îrait les constantes comme des fonctions de x, et l'on 
btiendrait la solution complète de l'équation proposée 
arle procédé indiqué précédemment. Nous ferons obser- 
ver seulement que si quelques-unes des racines ai, ,..,«,„ 
îtaient inïaginaires ou égales, îl serait convenable d'em- 
ployer l'intégrale de l'équation (i) avec les modifications 
îuenous avons indiquées dans ce cas. 

Cette équation peut aussi s'intégrer par la méthode de 
VI. Cauchy, et nous la choisirons pour donner un exem- 
ple de cette méthode. Soit 

''^ négligeant le second membre, l'intégrale générale sera 
G la forme 

étant une constante choisie arbitrairement , et âi , as, . . . , 
1 les racines , que nous supposerons toutes inégales , de 
'ÎUation 

«•» + Aa"'-' -f- . . . 4- T« -h U = o. 

faut d'abord déterminer les constantes Cj, Cj, . . . , c,„ 
la condition que pour x = a on ait 
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on est conduit ainsi aux m équations suivantes: 
r, -f- r, ^ . . . -h c, = o, 

«1 C, -+- «2 <^a -+- . . • -H «m ^m = O, 



a^' c, 4- fl^^' r, -h ... -H a]|"' r« = F ( a). 

Les équations se résoudront comme on Ta vu précède 
ment , et , en posant 

on trouvera 

_ F(a) _ F(a) _ F(a) 

La valeur précédente de y devient ainsi 

Il faut maintenant intégrer cette expression par rap} 
à a entre les limites o et a:, puis y ajouter l'intégrale 
nérale de l'équation 

laquelle est, en désignant par a,, «j,. • -9 ^m des cousia 
arbitraires, 
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intégrale générale de réquatioii proposée sera donc 

39. Les équations linéaires de la forme suivante : 
d'^y A d'^'y N d^'^y 



(ax-h by 



= 0, 



Qtègrent généralement en posant y = (ajc-hi)". On 
)uve , en substituant , 

a (a — i). . .(a — /w -f- i) a»" 
4-Aa(« — i)...(a — wi H- 2) «"-»-+-. . .-|- U = 0. 

:lte équation donne pour a , m valeurs «i, «j, . . . , a^^ 
si l'on désigne par 6*1, Cj,. . ., c^ des constantes arbi- 
lires , l'intégrale générale sera 

5 cas où l'équation en a aurait des racines imaginaires 
^ égales se traiterait comme dans les questions précé- 
ntes. 

60. Lorsque l'on connaît l'intégrale générale d'une 
nation quelconque de l'ordre m 

,enpo8antg=y...,g=j("<), 

F(*,7.r'.r".---,r^">) = o, 
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on peut former une équation linéaire de Tordre m, à 
coefficients variables, dont Tin légrale générale sera ex 
primable immédiatement. 
Soit, en effet , 

(2) jr=rf{x, a,by..., /), 

l'intégrale de Péquation (1) renfermant m constantes a, 
J, ...,/. Si l'on substitue cette valeur et celles que pren- 
nent par suite j^', jr^\ etc. , Téquation (i) deviendra iden- 
tique, quels que soient a:, a, b ^,..^1. Si donc on la diffé- 
rentie, après cela, par rapport à Tune des constantes, 
a par exemple, le résultat sera encore une identité en 
X , a , i V • • 9 ^- On trouvera ainsi 

et cette équation sera identique en j: , a , J, . . . , /, si l'on 
remet, au lieu dey et de ses dérivées , les valeurs données 
par l'équation (2). 

Posons maintenant ~- = a , il s'ensuivra 

da 

df __ du dy" _ //» u dy^"") ^^d*^ u 

da dx da dx"^ da daf^ 

puisque x et a sont indépendants. 
L'équation ( 3 ) devient alors 

dY dY du dF d'" u 

^ ^^ dy dy d.T ^ ^ dy<<"') dx'" 

c. • • 1 «• • * '^^ ^ 

bi maintenant on exprime tous les coetticients — ,..., j^< 

au moyen de a:, a, i,... , /d'après l'équation (2), on aU^^ 
une équation linéaire de l'ordre ni à coefficients variable' 
dont on connaîtra une intégrale qui ne sera autre clia^ 
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le ^y(^>^^^ -^O . Si i>Q^ ^^^ij différentié Féqua- 

311 (i) par rapport à Tune quelconque des autres con- 
anles i, . . . , /, on serait arrivé à la même équation (4), 
ms laquelle u aurait représenté la dérivée partielle de 
(a:,û,i,,..,/) par rapport à ces diverses constantes. On 
jrmera donc, de cette manière, m intégrales partîcu- 
ères de Téquation (4), et, en les multipliant par des 
ODStantes arbitraires A , B , . . . , L , leur somme donnera 
intégrale générale de celte équation ; son expression sera 

da do dl 

•i Ton ne connaissait qu'une intégrale particulière de 
écpiation (i) renfermant moins de m constantes, on en 
éduirait une intégrale particulière pour Téquation (4) 
vec un même nombre de constantes. 
On remarquera que si l'équation (i) était linéaire, 
équation (4) aurait les mêmes coefficients, et même ne 
enfermerait pas de terme indépendant de la fonction u ; 
le rentrerait donc dans la première , et l'on ne parvien- 
aît à rien de nouveau. 
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CHAPITRE IX. 

TRANSFORMATIONS PROPRES A ARAISSER L'ORDBE 
DES ÉQUATIONS. 



61. Toute équation linéaire de Tordre m 

flm y d"*^^ Y 

peut s'abaisser à Tordre m — i , en posant 
En effet, on aura 

substituant dans la proposée, le facteur e^'**' disparaîtra, 
et l'équation sera de l'ordre m — i en t ; mais elle ne sera 
plus linéaire. 

Soit, par exemple, 



on obtiendra 



^^a£^.B^=o, 



de 

— -+- r'-h Af-f-B = o. 

dx 



62. Considérons maintenant une équation où n'entrent 
ni X ni y, mais seulement deux dérivées consécutives 
d'ordre quelconque : 



Firv^, ^)=o. 



dx^-' ' dx^ 
On posera *; = ;?, et il viendra F (/y, -^ J =05 d'^^ 
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n tirera 

dx=f{p)dp et x = f/{p)dp-hC = ^{p). 

ron peut résoudre cette équation par rapport à ^, on 

nnaîtra _^ en fonction de or , et par une suite de qua- 

'atures on parviendra à avoir y en fonction de x et de n 
instantes arbitraires. Si l'on ne peut la résoudre, on ob- 

endra y en fonction de p de la manière suivante. 

d'*~^ Y 
L'équation — — - = p^ donne 

Uégrant toujours par rapport à x, et remplaçant dx par 
(p)dp dans le second membre , on parviendra , par une 
lite de quadratures , à y = ^|/ (p). 

Eliminant p entre cette équation et a: = ç ( ;?) , on aura 
ne équation entre jr^ x et n constantes arbitraires , qui 
-ra l'intégrale générale de la proposée. 

63. Si par exemple on demandait la courbe dont le 
yen de courbure est égal à une constante a , il faudrait 
tégrer l'équation 



dx^ 



dy 
i ) en posant — = /? , 



dp_ 

dx 



j "^P ^P 

dxz=z j, et X = - — ^ ^ r. 



posant , , = p, il vient 
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On pourrait résoudre cette équation par rapport à p, mais 
il sera plus simple d'exprimer j^ en fonction de p ^ on aura 

Connaissant ainsi deux intégrales premières de la pro- 
posée , il suffira d'éliminer p entre elles pour obtenir l'in- 
tégrale générale , qui sera 

(^~c)'H-(r-c.)» = «s 

équation d'un cercle ayant a pour rayon, et le centre au 
point arbitraire dont les coordonnées sont C, Ci. 

64. Considérons encore le cas où les ordres des deux 
dérivées auraient une différence de deux unités, 

Multipliant par ^dp et intégrant, il vient 

d'où 

da: = ^{p)dp, x = ^(p)y 

1 
^ (p) renfermant deux constantes arbitraires. 

Si Ton peut résoudre cette équation par rapporta;^» 
on connaîtra^ par n — a quadratures, qui introduiront' 
n — 2 nouvelles constantes arbitraires-, sinon, on ob"^ 
tiendra jr en fonction de p, en intégrant n — 2 fois V^^ 

quation ^_^ =P^ après avoir nïultiplié à chaque fo*^^ 
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smier membre par dx^ et le second par son ég«il 
dp. L'expression de y renfermera ainsi n — 2 con- 
îs arbitraires , et rëlimination de p entre les deux 
ions qui donnent x et y^ conduira à une équation 
j: , y et n constantes , qui sera l'intégrale générale 
quation proposée, 

. En général , si l'on a 

d^ y 
îaissera l'ordre de n unités, en posant -j^z^p, et 

n peut intégrer l'équation 



F(^'/^'---> T^)' 



d.7f"- 



résoudre par rapport à a: , ou à p, on obtiendra l'é- 

ion en x eiy par les mêmes moyeiis que dans les cas 

sdents. 

Véquation était de la forme 



df d"'jr 



•^' dx' ' dx 



^) = o, 



ourrait, par le changement de la variable indépen- 
e, la réduire à la suivante : 



/ dx d^ x\ 



, . dx 

ibaisser en posant —z=p, 

ais on peut encore, dans ce cas , poser —- = p ; il en 

tera 

r/'/ dp dp 

^dô? ^ dx ^ dy^ 

rfx^ -~ dx ^ dx '^ dy^^'^dy'' 

II. 7 
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et aiusi de suite. On aurait donc, en substituant dans la 
proposée, une équation de l'ordre m — i entre p et y. 

66. Si l'équation 

^/ fir dW d^rX 

était homogène par rapport aux quantités j^, y- , — -^ 

on pourrait abaisser son ordre d'une unité. 

En eflfet, en divisant par une puissance convenable de 
y^ on lui donnera la forme 




= o. 



Un posera ensuite — z= yt ^ ce qui revient a poser 

Yz=eJ^'^^. Il en résultera 

d^_^Jdt 
dx" 

d'y 



dx" ^ \dx 



y [du - (U \ 

y sera facteur dans toutes ces dérivées, et l'équation ci- 
dessus deviendra , par ces substitutions , une équation de 
l'ordre m — i entre x et t. 

67. Lorsqu'on donne l'équation d'une courbe, ren- 
fermant l'arc 5, et qu'on cberche celle qui aurait lieu 
entre x e\.y seulement , il faut différentier l'équation do«' 
née, remplacer ds par sj (ix^-\- dj^^ et éliminer s eiili* 
cette équation et la première ; on aura ainsi une équation 
différentielle entre x elj seulement. Si Téquation donner 
peut être résolue par rapport à 5, il n'y a aucune élim'" fe 
nation à faire après la differentialioii. 
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Soit, par exemple, 5*= ay, d'où ron lire 






i(Térentiant, il vient 






a tire de là 



dx la 



dy 

cpiation d'une cycloïde rapportée à son sommet , et en- 
;e&drée par un cercle dont le rayon est -• 



Si l'on donne une équation de la forme 



s 
3n posera 



J=;?, d*où ^ = F(/?). 



3n obtiendra par la différentiation 



1' * 



ïoù l'on tire 

Si Ton peut effectuer ces deux quadratures , on obtiendra 
f&jiiation entre x et y, en éliminant p entre les deux 
Rations obtenues. Si l'une de ces deux équations peut 
^'tre résolue par rapport à p, il est inutile de connaître 

7- 
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dr 
l'autre, puisque l'on aura la valeur j- en fonction de i 

ou de j-, et que , par conséquent , on aura Téquation finie 
entre x ety par une simple quadrature. Soit par exemple 

dy 

s = aarc tang --— 

dx 

La difïercntiation donne l'équation 

et, par suite, 

apdp 



Celle dernière s'intègre immédiatement, et donne 

d'où 

et, en intégrant, 

C'est l'équation d'un cercle de rayon a, placé d'une ma- 
nière quelconque. Pour satisfaire h l'équation donnée, » 
faudra prendre pour origine des arcs l'un des points ou 
la tangente est paraMèle à l'axe des jc, afin que l'on ait 

5 = lorsque — = o. 

Intégration des équations homogènes par rappoti a 
x,y,dx, dj^d^j. 
68. Soit 

(1) ¥{x,y,dx, dy) = o 
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e équation de ce genre , et dont les termes sont tous 

is, ou infiniment petits du même ordre. 

Posons 

q 

X 

1 faisant d'abord ces substitutions dans l'équation (i), 
et ses différentielles auront disparu , et tous ses termes 
ront homogènes par rapport à a: et dx. En effet , ils l'é- 
ient primitivement par rapport à x^ dx^y^ dy^ d^j^ 
Ton a substitué à ces trois dernières quantités des 
pressions homogènes du premier ordre, par rapport à x 
dx. Et comme tous les termes doivent être du même 
dre infinitésimal, dx disparait nécessairement, et par 
ite X. Donc Féquation obtenue sera de la forme 

donnera 

^— peut s'exprimer de deux m^ni^res au mpyen.de u 

P-i car on a 

udx -4r xdu =.pdxy 
)Ù 

dx du, 

x^ P — *fc 

lue autre part , on a 

q dp ^ dx dp dp 

- = -r-9 et , par smte, — = -^ = . ^ ^ .> 
X d^ ^ q ^{p, '*) 

ilant les deux valeurs de — > il vient 

X 

du- dp 

p-^u"^ ff[p,uf 
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équation différentielle du premier ordre, qui, intégrée, 
donnera 

/? = 4;(a,c), 

c désignant une constante arbitraire. 

On connaîtra facilement x en fonction de u , puisque 
Ton aura 

dx du 

X +(«, c) — u 

d'où , en désignant par c* une nouvelle constante arbi- 
traire, et par log;^ ("? ^) l'intégrale du second membre, 

r 
et comme u^^^-i on aura 



x=c'x(^;,c), 



et Ton connaîtra ainsi l'intégrale générale de Téquation 
proposée. 

69. Lorsque le second membre de T équation (3) est 
de la forme 

udp 

ou remplace l'équation (3) par la suivante : 
dx udp 

qui devient, en multipliant par -, 

dy pdp 

d'où l'on tire 



i 



'-=A^- 
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IfTectuani rintégraiion et désignant par c une constante 
rbilraire , on mettra j^ sous la forme 

n Ton peut résoudre par rapport k p^ on ramènera Vé^ 
[uation à la forme 

îtl'on intégrera les deux membres^ sinon, Pou tirera des 
équations précédentes 

d'où 



P 



et l'on éliminera p entre cette équation et j^ = cip (p). 

70. Nous trouverons une application de cette métkode 
dans le problème suivant : Déterminer la courbe dans 
Icujuelle le rayon de courbure est proportionnel à la 
normale. 

On obtient immédiatement l'équation différentielle 

dx' d'y 

^' étant le rapport du rayon de courbure à la normale, 
-•e signe supérieur se rapporte au cas où le rayon de cour- 
bure est dans le sens de la normale , et le signe inférieur, 
^u cas où il est en sens contraire. 
Posant 



y :=z iiXy dy=i pdx , d^y =z— dx^^ 



^11 obtient 



i'}'P'=Zf:muqy duu q= _ 
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et, par suite, 

da mudp 



équation qui ne rentre pas dans celles que nous avons 
intégrées. Mais , diaprés la remarque faite dans le dernier 
numéro , on la remplacera par la suivante : 

dx mudp 

d'où Ton déduit successivement 

dx mdp dy mpdp 

7~"*"(' + A'")' 7~"*"i-t-/''' 

m 

log^=zp-!og(H-/>'j = log(i+/?') a, 

m 

3r = c{i'^ p"-) S 



=\/(f)''-=i- 



p= 



dx :::= 



(;)■ 



Il y a des valeurs particulières de m qui rendent cette in- 
tégration possible, savoir w=2, m = i. Examinons 
successivement ces deux cas. 
I**. Soit m = 2 , on aura 



dx = 



v/r- 
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prenant le signe supérieur, on a 



a. = dyy^-y-y 



aation d'une cycloïde dont la base est située sur Taxe 

5 x, et dont le cercle générateur a pour rayon -> dont 

valeur est arbitraire. Et, en effet, on sait que dans 
ute cycloïde ainsi placée, le rayon de courbure est 
uble de la normale. 
En prenant le signe inférieur, on a 

dx = ^^^^ 



DU 





VV— c 


x — </ = 


^S[-C[y-Cf, 


y — c: 


(x-c'Y 

= 4c ' 



[uation d'une parabole dont l'axe est perpendiculaire à 
axe des x, 

La normale se rapportant à une droite donnée, que 
on a prise pour axe des x, si l'on changeait cet axe , il 
iudrait se rappeler que la normale doit être prolongée 
^squ'à la droite donnée, et non jusqu'au nouvel axe 
es X. Mais on peut prendre l'origine en tel point que 
00 voudra de cette ligne , par exemple celui dont F ab- 
aisse est c', ce qui revient à faire c'^ o -, on a ainsi 

ïl est facile de vérifier que. quel que soit c, la parabole 
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représentée par celle écpialion a son rayon de courbure 

double de la normale el dirigé en sens contraire. 

2°. Soit /;i = I ; ré([ualion difTérentielle de la courbe 

sera 

dy 



dx=z 



\fW^ 



Vaol prenant le signe supérieur, il vient 
d'où 



ou 

équation d'un cercle quelconque ayant son centre sur 
l'axe des x. Et l'on voit, en effet, qu alors le rayoude 
courbure sera toujours égal à la normale , et dirigé dans 
le même sens. 

Si Ton prend le signe inférieur, on trouve 

d'où 



\iy'' 



X — c' = c loi' -^ 



Remplaçant x — c' par x, on obtient 

X 

qui se réduit à 

c'est la courbe que Ton nomme chaînette : elle est ^^ 



INTÉGBATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. IO7 

jue par rapport à l'axe des y, et son sommet est à la 
tance c de l'axe des x. Il est facile de vérifier que son 
ron de courbure est égal à la normale et dirigé en sens 
3 traire. 

Une des équations que nous venons de traiter peut être 
Légrée plus simplement par une considération particu- 
re : c'est celle que l'on obtient en supposant m = i , et 
enant le signe supérieur, on a alors 

i deux premiers termes formant la dérivée de j^ — » on 

ra , en intégrant , 

dy 
^^ + "-" = ^' 

, en intégrant de nouveau, 

7*4- (^ — c)' = éq- 
uation qui ne diffère pas de celle que nous avions déjà 
mvée. 

'71. L'équation 

dr^ d'Y 

"^d;^'='^'"^-d^^ 

'ait pu être traitée plus simplement que par la méthode 
»t nous avons voulu présenter une application. On au- 
pu l'abaisser au premier ordre, en posant 

—-=:/?, d'où — ^ ~ ;j -il , 

dx ^' dx' ' dy 

-cjuation proposée serait devenue 

dp 



io8 
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d'où 






dy mpdp 

y *" i -h/>' 


cl, eu iiilégraiit, 








=P ^, '^^T = '"«('-*- ^') ^" \-c) = ' ■^'''' 
cl , par suite , 



l=V^(C'- '■ ""= — - 



v/œ'-- 



comme nous l'avions trouve par la première méthode. 
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CHAPITRE X. 

JMINATION DES VARIABLES ENTRE LES ÉQUA^TIONS 
DIFFÉRENTIELLES SIMULTANÉES. INTÉGRATION 
DE CES ÉQUATIONS. 



72. Considérons d'abord deux équations à trois va- 
ables x^ /, 2, et dans lesquelles on peut toujours sup-* 
>ser que les dérivées soient prises par rapport à la même 
iriable indépendante, x par exemple; y et z sont des 
Dctions de x qu'il s'agit de déterminer, et nous oom- 
encerons par y appliquer le développement en séries. 
On peut toujours supposer que l'on tire de ces équa- 
>ns les valeurs des coefficients différentiels de Tordre le 
us élevé par rapporta yelz^ s'ils entrent dans les deux 
[uations. Il faut toutefois excepter le cas particulier où 
îlimination de l'un ferait disparaître en même temps 
lutre. Les deux équations peuvent donc, en général, 
re conçues sous la forme 

;^„ = Fi^-^'r, .., ^;^' *>•••' -sï^j' 

oxi prend arbitrairement les valeurs de/, ... , — — f^, 

• - , j dans lesquelles on fait x ^ Oy elles servi- 

fil exprimer toutes les dérivées suivantes de j et z, 
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pour la valeur x = o^ et Ton pourra , par consécpient, 
développer y ci z par la foimule de Maclaurin. On voit 
que leurs expressions renfermeront m-i- n constantes 
arbitraires. Au lieu de la valeur particulière x=:o, on 
pourrait en choisir une autre quelconque Xq et employer 
la série de ïaylor. 

Si l'élimination de -r^ avait entraîné -i— > la seconde 

car" car" 

des équations précédentes serait d'un ordre inférieur à «. 
Ce cas est renfermé dans celui que nous allons traiter. 

73. Soit m l'ordre le plus élevé par rapport à/ dans 

les deux équations. On tirera la valeur de -r^ de lune 

des équations, et on la reportera dans l'autre , si celte dé- 
rivée s'y trouve 5 il n'y aura plus alors dans celle-ci que 
des ordres inférieurs à ni par rapport à y. On en tirera la 
valeur de la dérivée la plus élevée en z , et l'on aura deux 
équations de la forme 

dans lesquelles on a m ^ m', et n <^ n' ou. n ^ nf. 

1°. Soit n <^ 11''^ prenons arbitrairement les valeurs de 

^''"'d^^' ^''"'^^^ P^^'^ xz=o'^ toutes lesderi' 
vées supérieures seront connues pour la même valeur 
x = o^ au moyen de celles-ci et des équations (i) et (2)^ 
de sorte qu'on pourra effectuer le développement der et^^ 
Le nombre des constantes arbitraires qui y entreront esC^ 
m -h n\ et dans le cas actuel , on a m -h n' > m' H- /i. 
i'\ Soit n^ n'] le développement dej^ exige toujours 
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ue Ton connaisse les valeurs de ^v-*? 73; pour x = o, 

)r, depuis Tordre /i', elles devront être tirées de l'équa- 
ion (2) et de ses dérivées jusqu'à l'ordre n en z-^ ce 
uî conduira à l'ordre m! -+- » — n! en y. Or, si l'on avait 

i' -f- 72 — w' > m, l'équation (i) ferait connaître -7-^» au 

ttoyen des dérivées d'ordres supérieurs à m, et celles-ci 
LU moyen d'autres plus élevées,- on ne pourrait donc 
îffectuer le développement de y. On doit donc avoir 
» -f- n' > /n' 4- n pour que le calcul précédent puisse 
aire connaître j^ et z; et dans ce cas le nombre des con- 
tantes est encore le plus grand des deux nombres m -f- ^' 
3t m'+n. 

74. Si l'on avait eu m' + n^ m '\- n' ^ on aurait au 

moins l'une des deux inégalités w! ^ /n, w > n'-, soît par 

exemple m'^ m. On tirerait des équations données les 

, , ^'"'r à'z ... 

valeurs de -r~ et ^— ; on aurait ainsi 



djc^ 



et les développements seraient possibles, parce que les 
^îuaiions rentrent dans le cas précédent. Le nombre des 
^Oûstautes serait m'-i- n, et serait encore le plus grand des 
'eux nombres /?/ -{-n et m -h n'. . 

'^- Supposons maintenant un nombre quelconque 
^qtiaiions simultanées, qui doivent déterminer, en fonc- 
^'1 de X, les variables y^ z^u^.,.. Nous considérerons 
^leiaaent le cas où Ton peut les concevoir résolues par 
Pportaux coefficients ditrérenliels des ordres respective* 
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ment les plus élevés par rapport à y, z, "vj savoir 

d"*y d'*z dPu 
djc" dx*^ djcP 

U est clair qu'au moyen des équations données, qu'on 
dîfTérentîera indéfiniment, il sera suffisant et nécessaire 
de connaître les valeurs que prennent y^ z, m,..., et 
leurs dérivées jusqu'aux ordres m — i, n — i, p — i,..., 
inclusivement, et dans lesquelles on fera x 2=0, pour 
pouvoir effectuer le développement de chaque variable 
par la formule de Maclaurin. Ces constantes sont entiè- 
rement arbitraires, et leur nombre est 



76. Laissant de côté maintenant les développements 
en séries, nous allons chercher à éliminer toutes les fonc- 
tions, excepté une, ei ramener ainsi la question à l'inté- 
gration d'une seule équation différentielle. 

Proposons-nous d'abord d'éliminery entre deux écpia- 
tions dans lesquelles le coefficient différentiel de l'ordre le 

plus élevé par rapport kj est -— et, par rapport à ^^x» 

Supposons, en premier lieu, que ces deux expressions 
entrent dans chaque équation, combinées d'une manière 
quelconque avec les coefficients différentiels des ordres 
inférieurs, ainsi que y, z et x. Soient ces équations 






dy 


d^y dz 
•' rfx"'"' dx 


di'- 


d"'y dz 
•' rf^'"' dx' 



d'z\ 
d-z\ 



Si l'on différentie ces deux équations un même nomb*'^ 
de fois quelconque, on introduira autant de nouvelles à^' 
rivées A^y d'ordre supérieur à /?/, et un nombre douk>** 
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d'écpations ^ de sorle que, si roii efiectue ainsi m diffé- 

rentiations, on aura 2 m H- 2 équations renfermant y et 

ses 2 m premières dérivées, et Fou pourra en éliminer 

toutes ces quantités par les règles ordinaires de Talgèbre. 

Leur système sera ramené à une équation de l'ordre m-^-n 

entre z et a:, d'où Ton pourra tirer la valeur de z en fonc* 

tion de x et de m+ n constantes arbitraires, et à 2//^ + i 

équations dans lesquelles on substituera à 2 et à ses dé* 

rivées leurs valeurs, actuellement connues, et elles ne 

renfermeront plus que y et ses 2/7/ premières dérivées. 

Eliminant ces dernières , il restera une équation entre y 

et or et les m -H w constantes arbitraires qui se trouvaient 

dans z. 

Ainsi, en ge'néral, les fonctions y et z renfermeront 
l^s mêmes constantes arbitraires y en nombre égal à la 
somme des nombres qui désignent l'ordre le plus élevée 
<Igs équations par rapport à y et z respcctiv^emcnt. 

On agirait d'une manière analogue et l'on airiverait à 
des conséquences semblables, pour un nombre quelcon- 
Tu.e de fonctions, avec un nombre égal d'équations. 

'77. Mais il peut arriver que les coefficients différentiels 
de l'ordre le plus élevé n'entrent pas à la fois dans les 
de\ix équations. 

Supposons que les coefficients différentiels de l'oixire 
Is plus élevé soient, dans la première, 



^^ ^ dans la seconde, 



d"'x d" z 
dji'" ' dx^ ' 



dx'^' ■ dx^' 



On différentiera m' fois la première équation, et m fois 
^^ seconde. On aura alors m H- m' -h 2 équations renfer- 
IL 8 
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mant y et ses dérivées jusqu'à Tordre m + »w'« On pourra 
donc éliminer toutes ces quantités, et il restera une équa- 
tion entre z et x, dont Tordre sera le plus grand des 
deux nombres m -f- w', et m' -h w ; et cet ordre est égal 
au nombre des constantes qui entreront dans la Talear 
de js. Substituant à « et à ses dérivées leurs valeurs con- 
nues, dans les m -|- m' -|- 1 équations , on en pourra éli- 
miner les m-^-rn! dérivées de y, et il restera une équation 
entre /, x et les constantes qui entrent dans z. 

78. Considérons , en particulier, le cas de m équations 
où toutes les dérivées sont du premier ordre , et peuvent 
en être déduites sans que Ton rencontre aucune incom- 
patibilité ou indétermination -, on aura alors 

dr 

— = F(j:,jr, z,..., Il), 



du 



dT 

et, d'après ce qui précède, les constantes arbitraires se- 
ront les valeurs de y, -z,..., u correspondantes àjr: = ^o' 
Si Ton différentie la première m — i fois et qu'on substi' 
tue à chaque fois aux dérivées du premier ordre qui s in- 
troduisent, leurs valeurs tirées des équations données, 
on obtiendra ainsi : 

(I) jg = F.(a:,j.,z,. ..,«), 



d^y 
-^^=F^,(x,y,z,...,ri); 
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t il n'y a plus qu'à éliminer les variables z,. . ., « qui 
ont au nombre de m — i . Il en résultera une équation de 
'ordre m en y, qui^donnera la valeur de cette variable en 
onction de x et de m constantes arbitraires. Substituant 
«tte valeur dans les ni — i équations qui, conjointement 
ivec l'équation finale , remplacent le système donné , on 
m déduira 2 , . . . , u en fonction de x et des mêmes con- 
itanles arbitraires. 

Remarque. — Si les intégrales de ces équations sont 
nises sous la forme 

'^[^, Xj 2,-.., a.) = c, +,(^,J^, «,..., a)=zc,y 

lion les différentie^ et qu'on remplace ;t~* • • • > ^ par 

îurs valeurs en x , y, 2j , ... ^ 11 , les équations qu'on ob-^ 
endra entre ces variables seront des identités; car toute 
juaiion déduite des intégrales et des données doit être 
ttisfaite par des valeurs arbitraires j^o? ^ov • • » '<09 cor- 
îspondantes à un x arbitraire x^. 
On a donc , quels que soient a? , j<^, a , . . . , w , 

. ainsi des autres. 

D'où Ton voit que chacune des fonctions ^, (//| , » . . ^ ^^_i 
st une solution de Téqualion aux différentielles part- 
ielles 

lans laquelle v désignerait une fonction des variables in- 
'^pendantes a: , y, z , . . . w. 

Cette remarque nous sera très-utile dans l'intégration 
^s équations différentielles partielles. 

8 . 
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79. Ou peut ramener à ce dernier cas celui dans leq 
on suppose que Ton puisse exprimer les dérivées 

d'^y d"z dPu 
dx'" dx^ dxP 

au moyen de celles d'ordre inférieur. 
En effet , si l'on pose 



dx-^' 


dx-^ '• 


• • > 


*r =..-., 




dx-''- 


• > 


^=-. 


du 

di="^ 


du' 


• •> 


dx 



les équations proposées donneront les valeurs de 

^^(«-i) ^3(1-0 du(P-') 

dx dx dx 

eu fonction de x^j^j\. . ., J^'"~*\ -z, -z'^. • ., -z^""'^ 
w', . . . , w^''"*^ Eu les joignant aux équations précéden 
on aura un système composé de m-h n -h p -i-» • - éq 
tions du premier ordre que Fou intégrera comme dan 
cas précédent. 

80. Nous avons supposé précédemment que les éq 
tions données du premier ordre pouvaient être réso 
par rapport à toutes les dérivées, qui se trouvaient a 
exprimées en fonction des variables elles-mêmes; ma 
pourrait en arriver autrement sans que les équat 
fussent incompatibles. 

Si l'on conçoit que l'élimination des dérivées se fa 
par exemple, en tirant de l'une des m équations la va 

de -y- et la reportant dans toutes les (m — i) autres -, 
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rant — d'une de ces dernières , et la reportant dans les 

i — 2 autres, et ainsi de suite, on parviendra, en génë- 
al, à exprimer la dernière dérivée au moyen de x^ y^ 

,. . . , et, par suite, toutes les autres. Mais si l'une de 
es substitutions faisait disparaître, dans toutes les équa- 
Lons où on la fait, n dérivées en outre de celles que 
on substitue, on aurait un système d'équations dont le 
ombre surpasserait de n celui des dérivées, et l'élimina- 
lon de celles-ci , en supposant qu'il ne se rencontre pas 
e nouvelles variables , conduirait à n équations entre les 
ariables mêmes x, y, z, . . . sans constantes arbitraires. 
)n pourrait en tirer les valeurs des x variables dont les 
érivées ont disparu, et il resterait m — n équations dif- 
îrentielles résolues par rapport aux dérivées. Les inté- 
rales du système proposé ne renfermeraient alors que 
^ — n constantes arbitraires. 

Soient , pour exemple , les trois équations 

dy dz du 

dx dx dx ' 

dy dz du 

dx dx dx ' 

dy dz du 

z --- •— z — — X — = y, 
dx dx dx 

élimination de -7- conduit aux deux équations 

dx ^ 

; * disparu en même temps que —5 et si l'on élimine — 
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entre ces deux équations , il en résultera une autre entre 
x^y^ z qui sera 

z — jc* xz — y 
y — X j: H- s 
ou 

7"* -f- a* — xyz -4- Jp« — xy — jr* == o. 

On en pourra tirer z en a: et j^ et Ion connaîtra — ^^ 

^ en fonction de x et j. On rentre ainsi dans le cas pri- 
mitivement traité, et l'on obtiendra les valeurs àeu et/, 
et, par suite, de z, en fonction de x et de deux constantes 
arbitraires. 
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CHAPITRE XL 

ÉQUATIONS LINÉAIHES SIMULTANÉES. 



81. Si ces équations sont toutes du premier ordre, on 
in cas particulier de la dernière question; c'est celui où 
fonctions F, y,. . . , q> sont linéaires par rapport à 7, 
..., M , et renferment x d'une manière quelconque; 
il est facile de voir qu'alors l'équation finale en / est 
éaire. 

louant à la détermination des autres inconnues, il est 
portant d'observer que , l'élimination ayant lieu entre 
équations du premier degré en ^ , . . . , 1/ , lorsqu'on 
naîtra y^ on tirera les valeurs de ces inconnues, de 
es que l'on voudra des équations (i) elles-mêmes; car 
équations doivent être satisfaites , et, de plus , ne don- 
ont qu'une seule valeur pour chaque inconnue. 
»i ces équations ne sont pas du premier ordre, on peut 
traiter par les méthodes indiquées précédemment. Ou 
t aussi les ramener à des âjuations du preipier ordre , 
posant, comme nous l'avons déjà fait, 

dx"^ ' dx ""-^ '"*' dx ""-^ ' 

e même pour les variables -z, . . . , u. 
^n aura ainsi un plus grand nombre d'équations ; mais 
en aura toujours un nombre inférieur d'une unité au 
ibre total des variables , et elles seront linéaires et du 
nier ordre par rapport à toutes les variables. 
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Si par exemple on avait les deux équations 
. d'y ^ ^'« ^^r ^^^ 

€lx' dx' ftx dx 

elles seraient remplacées par le système suivant : 



î^ - V' ''* - 2' 



/. 



A ^^ -f- B ^ -h Cr ' -4- D 3' 4- E^ + F 2 4- ï î = o , 

A' ^ -+- B' ^' -4- C'r'+ ly^'-H E> 4- F' z -h H'= o. 

Les deux dernières donneront -— ? — - en fonction li- 

o-c dx 

néaire de j\ ^^y» -z; et, en opérant comme nous l'a- 
vons indiqué, nous aurons quatre équations de la forme 
suivante : 

^__ . 
dx"-^* 

^ = M^'4-Nz'-+- Pr 4- Q^ H-R, 
dx^ 

^=M'j' + K'z'4-P'r 4-Q'=H-R',' 
dx^ 

-^ = MV4- ]N''z'4- PV 4- Q"3 4- R". 

On éliminera z^ z'yj' entre ces quatre équations, c^ 
Ton aura une équation linéaire du quatrième ordre en f* 
Quand elle sera intégrée , on substituera la valeur de f 
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trois des premières, et Ton en tirera la valeur de z 
enfermera les quatre constantes qui entrent déjà 
y. Si Ton avait suivi l'autre marche , on aurait diffé- 
; deux fois chacune des équations données , et l'on 
t eu six équations entre lesquelles on aurait éli- 

z^ ---") • • • ? -; — On aurait ensuite substitué à r sa 

r en fonction de x et de quatre constantes arbi- 
s, dans les cinq équations conjointes, et l'on en 
L tiré la valeur de z en fonction de x et des mêmes 
%ntes arbitraires, 

nations linéaires simultanées du premier ordre. 

Ces équations peuvent être résolues par rapport 
Privées des m variables j^, z , . . . , w ^ et nous suppo- 
5 d'abord que les coefficients de ces variables soient 
nstantes données , mais que les termes qui en son t 
endants puissent être des fonctions quelconques de 
us aurons des équations de la forme suivante : 

/ dy 

\ ^ -f. A. j -+- B, z -h . . . + P, « = X, , 

dz 



du 
\ ^ 4- A„x H- B«« 4- . . . -h Pm'/ = X;„. 

pourrait les traiter par les méthodes précédentes , 
i parviendrait à une équation linéaire de l'ordre m 
Scients constants. Mais il est plus simple d'employer 
►cédé suivant: 

Itipliant ces équations, à partir de la seconde, par 
léterminées ^i, ôj, . . . , ô^-i, puis les ajoutant, nous 
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aurons 






£1 


dx 


'''''-i-(A.+A,ô.-h. 


..4-A«ô^,)r ■ 


ifl 


W 


-+-(B,-hB,0,H-. 


..4-B«0^,)*+... 





+(P,H-P.e.-i-...4-P«e«_.)« ï 

Or celle équalion ne renfermerail plus que la seule va- 
riable/ 4- 01 z -t- . . • -h 0m-i " 9 si les rapports des cœfr 
cîents de z, . . . , li au coeffidenl dey élaient respective- 
ment Oj, 6j,. .., 6;„_i 5 el ces conditions détermineront, 
comme on va le voir, les valeurs de 0i, . . . , 0^_i. Si l'on 
désigne par — « le coefficient indélenniné dey, on sera 
conduit aux m équations • 

!A,-4-A,e,-t-. . .-hA«e^, = — €1, 
B , ^ B, e , H- . . . 4- B« 0«« , = — a © , , 

P, 4; P,0, -H. . . H- P«0«_, = — «e^,. 

Ces équations détermineront les m inconnues ûj 
^1» • • • 5 ^m-i5 et si Ton désigne par X la fonction connue 

Xi -h Xj 9i -f- . . . -f- Xfli 9m— i 9 

l'équation (2) deviendra, en faisant y 4- ôjZ +•• 

(4) " ^-- = ^' 



équation linéaire que Ton sait intégrer. Mais occupons^ 
nous d'abord de la résolution des équations (3). 

En laissant de côté la première , on a m — i équation^ 
du premier degré, qui détermineront 61, ôj, . . . , 0„-i e^ 
fonction de a 5 les reportant dans la première , on n'aura 
plus que l'inconnue a, et il est facile de voir que l'équa^ 
lion sera du degré m. En effet , si Ton réunit les coefS'* 



1 

\ 
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:nts des mêmes inconnues dans les m — i équations , 
m l'on tire Ôj, . . . , 0„_i, on observera que a entre au 
emier degré dans le coefficient de Si dans la première , 
08 dans la seconde , etc., enfin de 6«_, dans la dernière, 
que, de plus, il n'entre dans aucuû autre. Donc le 
inominateur commun des valeurs de ces inconnues ren- 
rmera a au degré m — i , et le numérateur au degré 
— a seulement. Quand on fera la substitution dans la 
emière et qu'on chassera le dénominateur, on aura évi- 
mment une équation du degré m en a. 
Actuellement , l'équation (4) donne 

P = ^ (C -^fXe-^dx) = ^ + 0, z H- . . . -h 0«_, u, 

l'on met successivement dans cette équation les m va- 
irs de a , on aura à chaque fois des valeurs différentes 
•ur 01, . . . , 9,„_i, et l'on pourra prendre pour la con- 
mte C des valeurs différentes arbitraires, puisque toutes 
s équations subsistent indépendamment les unes des 
lires. 

On aura donc ainsi m équations du premier degré entre 
et les m variables y, -s, ... , u. Les valeurs de ces va- 
ables en fonction de x renfermeront m constantes arbi- 
aires, et seront de la forme 

!j=a,c«»'(C,-+-/X6>--«"r/j:)-i-ajC-*'(C,-4-/Xe-''«'^j:)-f-. ., 

s valeurs des constantes se détermineront très-facile- 
•nt si pour une certaine valeur x© de x on connaît les 
eursy^, -Zo, . . . , i/o des fonctions/, ^, . . . , w. En effet, 
prendra, pour plus de simplicité, toutes les intégrales 
^rtir de Xo ; et si , dans la valeur de f^ trouvée ci-dessus, 
fait X = Xoi on aura 

Ce^"> zi- j, + 0, 3„ 4- . . . -h 0„_, Wo, 
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ce qui détermine la constaiile C relative à une quelcoiM|Be 
des valeurs de a, 0,, ... On connaîtra donc ainsilesm 
constantes C,, Cj,.--^ C,«. 

Si les seconds membres des écjualions (i) élaienl nuls, 
on aurait seulement 

z =C6,c-'' 4-. . ., 



I 



Si l'on suppose toutes les constantes nulles, excepté 
une, on aura des solutions de la forme 

Les rapports des variables sont constants , quel (pi 
soit C, et les valeurs générales sont formées des somnMi 
de ces solutions particulières correspondantes aux divers 
exposants «i , . • • > ^m • 

83. Soient pour exemple les deux équations 

(«) ^-+-Aj'4-B2: = o, ^4-A,j4-B,z = o. 

Multipliant la seconde par 6, et l'ajoutant à la première, 
il vient 

Posons 

(6) x-^Bz=iv, A-f-eA, = — fl, BH-ÔB, = -'û^^ 
l'équation précédente deviendra 

(7) 5i""''*'~^' 
et fl sera déterminé par Féquation 

^ ^^=:A + ÔA., 
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A,ô»+(A--B,)0 — B = o. 

mt ô,, 0i les deux racines de cette équation^ ^'l, t'j 
valeurs correspondantes de i^ ; «i , «j celles de û ; on 
1 

i Ton tirera 

P, — i', PiOj — Pae, 

0j — 0, 0j — ôi 

Téquation (y) donne i^ = Ce*", et si l'on désigne par 
Cj les valeurs de la constante C correspondantes à 
9„ les équations (e) deviendront 



r = - 



0,-0, *" 0a — 0. 

les racines* de l'équation ((î) étaient imaginaires, les 

eurs de j^ et ^ se présenteraient sous une forme ima- 

aire, et on leur donnerait la forme réelle par les 

Qsformations ordinaires. Mais si ces racines étaient 

les, les dénominateurs de y et z deviendraient nuls; 

rs les formules (^) seraient absurdes, à moins qu'on 

supposât, comme on peut le faire, que les constantes 

, Cl devinssent égales en même temps que 6t, 61, et 

formules donneraient les valeurs de j" et z sous la 

o 

Dae -• 

o 

Pour déduire des équations (^) les valeurs relatives à 
-as particulier, on pourra supposer que les coefficients 
équations (a), ou seulement l'un d'eux choisi à vo- 
té, soient modifiés de manière que les valeurs de 9 ne 
înt plus égales, et qu'on fasse tendre ensuite ces coef- 
ents vers les valeurs données. II suffira de trouver les 
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limites des valeurs de y et z, avec deux constantes arbi- 
traires, pour avoir la solution, cherchée. On pourrait 
suivre pour cela la même marche qui a été suivie prccé- 
demmentdans un cas semblable; mais il est possible d'a- 
bréger le calcul par les considérations suivantes, qui sont 
applicables dans d'autres circonstances. 

On remarquera d'abord que les deux termes des frac- 
tions qui rcprésententj^et z peuvent être regardés comme 
des fonctions de la variable ds qui tend vers la limite (p 
car a dépend de 6, par la seconde des équations (6)) et 
la constante C, tendant vers Ci peut être considérée 
comme une fonction arbitraire de dt, ayant pour limiie 
Cl. On pourra alors traiter les formules (Ç) d'après kl 
règles ordinaires relatives aux fractions qui se réduisait 

à - pour une valeur particulière d'une lettre qu'elles ren- 
ferment. 

Différentiant donc par rapport à 6| les deux termes (to 
fractions qui représentent y et z, on aura pour la pre- 
mière 

//Ô2 #/6, 



I 



et pour la seconde 



^C, .., ^, _,,d^,^ 



a 62 a O2 

et Ton aura les limites àe j et z, en faisant dans ces ex- 
pressions 6, = 01, «2 = ^1, C4 = Ci5 et observant que 

— ? sera une constante entièrement arbitraire C, puisque 

fin 

Cî est une fonction arbitraire de Q^. Quant à -j^j on e» 

déterminera la valeur au moyen de la seconde équation (S)> 
dans laquelle on considérera A et Ai t;onstants, et ^^ 
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»nne 

B trouvera ainsi , pour le cas des racines égales, 

z= (C — C.A.o:)!?''»', j=(C, — Ô,C -+- 0,C,A,x)6'«''. 

84. Si, dans les équations (i), les coeflScients Ai, 
^tv> Pi 5 Pîv étaient fonction de x, la méthode em- 
Joyée devrait nécessairement être modifiée, parce que 

r ■+- ^1 ;t- + • • • + 6in-i -r- ne serait plus la dérivée de 

H-0,z + . . .-hô,„_, M, vu que les facteurs 6i,..., 6,„_i 
e pourraient plus être constants. Néanmoins on com- 
lencerait de la même manière, et l'on poserait 

jr -4- 0, 3 4- ... 4- 0«_, u = Vy 
*où l'on tirerait 
fy dz ^ du dv dBt ^ôm-i 



tp ^/jc ^* '"""•rfr eir dx dx 

'équation précédente servirait à éliminer y de l'équar 
on obtenue en ajoutant les m équations; on égalerait 
iisuite à zéro les coefficients des m — i variables jz,.. ., k, 
ans cette équiation \ il en résulterait d'abord rti — i équa- 
ons non linéaires du premier ordre entre les m — i va- 
lables 6iv?^m-i5 ^t en outre une équation dii premier 
rdre en i^, que l'on traiterait après la détermination de 

Pour donner un exemple de ce procédé, soient les deux 
quations 

o) î^-f-Ar4-Bz=X, -^-{-A,jH-B.3=rX,; 
dx dx 

multipliant la seconde par ô, et l'ajoutant à la premièrCy 



ia8 
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il vient 




















(m| + . 


~dx 


-4- 


(A + 


ç.A.)r 


-h(B 


•4- 


ôB.js 




X + ôX. 



1 



Posons 
et 



y -\-^Z'=.v^ d'où ^• = p — ôz 



<£r dlr dx dx' 



réquatîon {b) devient alors 

^— zr^-hA,e»-f-(A-. B,)ô — b1 H-(A-{-ÔA,>=X+6i. 

Si Ton égale à zéro le coefGcient de z^ on aura, au lieui 



cette équation, les deux suivantes : 
^9 



\ dx 



L« 



^ -f.A,0»-+-(A— B,)e— .B = o, _ 

dx W 



( ^H-(AH-eA.)(' = X4-eX, 

On commencera par chercher à intégrer la première, qôl 
ne renferme que et a:; et si l'on peut y parvenir, lase* 
conde donnera \f sans difficulté. On déterminera ensm» 
y et z en prenant deux valeurs de B correspondantes i 
deux valeurs de la constante qu'elle renferme 

Si les coefficients sont constants, on peut satisfaire à 11 
première des équations (c) en posant 

A,G'4-(A — B,)0 — B = o, 
ce qui donnerait pour Q deux valeurs ; on en trouverait» 
par suite, deux pour t^, et Ton eu déduirait j^ et2. Oi^ 
pourrait aussi intégrer généralement Téquation en ^, ^ 
prendre deux valeurs de cette fonction de x correspon- 
dantes à deux valeurs de la constante , comme dans le c^ 
où les coefficients étaient fonctions de .r. 

Ce dernier procédé sera appliqué avec avantage au c^s 
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ù les deux racines de l'équation 

A,e'+(A — B,)0-B==o 

!;ant égales, les formules données par le premier de- 
Lennent illusoires. Dans ce cas , on a , en désignant par a 
îlte valeur de ô, 

^ + A,(e-ar=o, 

OÙ 



AxX -\- c 

étant une constante arbitraire. En donnant à c les deux 
aileurs oo et o, qui sont ici les plus commodes, on trouve 

our 6 les deux valeurs a et a -h -r — qui, substituées 

ans la seconde équation (c), donneront deux valeurs 
le 1^3 d'où l'on tirera y et z. 

85. jiutre méthode dans le cas des coefficients con- 
tants. — Lorsque les derniers termes Xi,.. ., X,„ des 
SqUations (i) manquent, on remarque d'abord que la 
lomme de plusieurs systèmes de valeurs de y, . . . , m, qui 
«tisfont séparément à ces équations , y satisfait aussi , et 
[ue, par conséquent, il suflSt de. trouver m systèmes ren- 
ermant chacun une constante arbitraire. 

Pour cela on établira des rapports déterminés arbi- 
raires entre les variables , en posant 

i'où résulteront les équations suivantes : 

^ -4- j- ( A, + B, a -h . . . 4- P.pt) — o, 

«^4- j(A, -f-B^aH-... -hP,p)=:0, 



dr 

fx^ 4- j- ( A«,4- B;„a -H . . . -h Pmp) = o. 



II. 
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Pour que ces éqiialions s'accordent, on aura les m— i 
conditions 

A,-#-B,a +... + p,pi = a(A,-hB,aH-...-4-Pi|*), 



A^-4- B«. a + . . . + P„pi = p ( A, + B, a -4- h Pi f^), 

OU, en introduisant une nouvelle inconnue — û quire- . 
présente le facteur commun à tous les seconds membres 



(6) 



' A, + B, a -*- . . . -h P, a = — « , 
AjH- Bja -h. . .-t-P, p= — «a, 

A^ H- B„a -+-... -f- P«.fx = — «f*. 



Si des m — i dernières on tire les valeurs de a, S,...,!*» 
on reconnaîtra, comme dans le cas précédent, que Téqua- 
tion en a sera du m'^""' degré : et il serait facile de prouter 
l'identité de ces deux équations en a, d'après la forme de$ 
équations (3) et (6). 

Pour chaque valeur de a on aura un système de valeurs 
de a, 6,..., |x, et il ne s'agit plus que de connaître y, q«i 
sera donné par Téquation 

(i.r 

d'où y = Ce"^, C étant arbitraire^ on aura donc une so- 
lution des équations proposées , en prenant 

On aura m systèmes semblables, en prenant pour a ses/» 
valeurs ; ils renfermeront chacun une constante arbi- 
traire, et, en les ajoutant, on aura la solution générale 
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' la question , exprimée par les formules suivantes : 

z == C, a, tf^»^ + Ca^/f '"^ -f- . . . -h C^a^e^-»', 

i plusieurs des racines ai , ag,..., a,„ devenaient égales, 
a agirait comme on l'a déjà fait en pareille circonstance, 
t les valeurs de j^, -sr , . . . , u contiendraient toujours m 
Dnstantes arbitraires. 

86. Il est facile de passer de ce cas à celui des équa- 
ons (i) : il suffit, pour cela, de substituer aux constantes 
1, Cs,.,., C„ des fonctions de x^ comme nous l'avons 
fjà fait dans une circonstance analogue. 
Difierentiant les équations (7) et reportant les valeurs 

î~v', — dans les équations (i), il ne restera que les 

pmes affectés des différentielles de Ci,..., C,„, et les 
3onds membres X] ,>*. , X,„. 
On aura ainsi 

a.v djc d.T 



)n tirera de là les valeurs de -7-^ v? —r^ en fonction 

r 5 et, en les intégrant, on connaîtra Ci,..., Q„. Si on 
substitue dans les équations (7), on aura les solutions 
orales des équations (1), renfermant les m constantes 
proviennent des quadratures relatives à C,,..., C,„. 

r. On peut appliquer à plusieurs équations simulta-^ 

9- 
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nées une remarque qui a été faite précédemment da 
cas d'une seule équation différentielle. 

Soient, par exemple, les deux équations du pre 
ordre • 

(1) F(.r, j,z,/, 2') = o, /(.r, jr, z,/, z') = 0, 

dans lesquelles on suppose j^'= —-» 2' = — • 

Admettons qu'on connaisse les intégrales générale 
ces deux équations, et représentons-les par 

(2) jr = tf{x, a, b), z = ^{.T,a, b), 

aelb étant deux constantes arbitraires. 

Les équations (i) deviendraient identiques en a:, 4 
si l'on y substituait les expressions (2). Si nous les d 
rentions par rapport à a dans cette supposition, nous 
rons des résultats identiquement nuls; d'où résulte 
les équations 

dFdj dFdz dFdy ^^_ 
dj da dz da dy da dz' da ' 

^£dy__^àfdz_^^df_^^d^_^ 
dy da dz da df da dz* da * 

dy dz 

ou, en posant — = 1/, — = p', 



(3) 



d^ 
Concevons maintenant que dans les coefficients — • • • 

dy 

on ait remis pourj^, -2, y, z' leurs valeurs en x, a, i 

aura deux équations linéaires en m, v^ à coefficients f 



d^ 


dF 

Iz' 


d¥du 
dy dx 


dF di> _ 
dz'di'^ 


0, 


dy 


df 

Tz' 


df da 

'^dyH'^ 


df dv 
'di'dv'^ 


0. 
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lions de x, qui seront satisfaites quand on y mettra pour 

a et p» les fonctions -^9 -r-* 
da da 

On verrait semblablement que les équations (3) admet- 

. . <f cp d^ 

lent pour solution -77» -~- 

do do 

Donc, si l'on désigne par A et B deux constantes 

arbitraires, les intégrales générales des équations (3) 

seront 

« — A '^^ -i- R ^"f 
a = A -r — h U -7r> 

da do 

d^ ^d\ 

Si Ton n'avait donné que des valeurs à^y et z ayee une 
seule constante a, on n'aurait pu avoir qu'une intégrale 
particulière du système (3). 

On voit ainsi que, lorsqu'on connaîtra les intégrales 
générales d'équations simultanées de forme et d'ordre 
quelconques , on pourra former un système d'équations 
linéaires simultanées, respectivement de même ordre, à 
coefficients variables, et dont les intégrales générales se 
déduiront des premières par de simples differentiations. 
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88. Nous avons déjà vucomiueiiion pouvait, aumo] 
des théorèmes de Taylor et Maclaurin, développer 
série l'intégrale d'une éfjuation différentielle d'un or 
quelconque. On y parvient encore au moyen des coe 
cients indéterminés. Nous allons donner <juelques ex( 
plus de Tune et de Tautre méthode. 

Considérons d'aboixl l'équation 

^ ^ ih^ liv 

on trouve, en la différenliant, 

iby d'y dy 

dr^ d.r' d.v 

d") ,d^ y il' y dj 

d.r^ d.r* d.v d.v 

r/"'+' y , , d^Y d'^-' y , , J^'-^' 

d.t-"'-^' ^ ' d.V" dr" ' ^ ' d.i"'-' 

Faisant a: = o dans toutes ces équations , on a 
dy d^ y n d^y d^y n} 

cl, en général, si m est impair, 

d'^y 
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est pair, 






^imy 


/// 

î ou 

m + I 




dx"^ " 


m -h 1 
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ttt qu'il est ou non divisible par 4« 
lire de là , par la formule de Maclaurin , 

1.2.3 1 .2.3.4-5 I 7 / 

sin.vyfn 

— ^'^ r — 

xyn 

, en représentant par C la constante arbitraire 
n a 

C sin . x^n 

^ = —^ — 

tte expression, ne renfermant qu'une constante, 
pas Tintégrale générale ; elle donne seulement celle 
eut se développer suivant la formule de Maclaurin. 
nnaissant une intégrale particulière, on aura l'inté- 

générale en regardant C comme fonction de x; et 
ïera conduit, d'après la méthode exposée précédem- 
, à une équation linéaire du premier ordre. 

trouve d'abord, en substituant la valeur dey dans 
ition proposée, 

^+ 2 \Jn—cot,x V« = 0; 



dx 
= 1), on narvir 



~— = /;, on parvient a 
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Cl étant une constante arbitraire; on déduit de là 

Cz=C + C" cot.x v^, 

C et C" étant des constantes arbitraires. L'intégrale gé- 
nérale de la proposée est donc 



I 



W x = 



C sin . X v^ -i- C" cos . x ^ 



i 



89. Si Ton employait la formule de Taylor, au lieu de 
celle de Maclaurin, on obtiendrait l'intégrale générale. 

L'équation (i) ferait connaître la valeur de -j-7 en fono» 
tion de jo et (~-J relatifs à la valeur arbitraire XoîC^ 
ses dérivées successives feront connaître (-t^\ ,etc.,ceqiii 

^ EUT y g 

déterminera le développenaent dey suivant les puissance! 
de X — Xo, renfermant deux constantes arbitraires. D est 
facile de vérifier que cette valeur de j^ coïncide avec cdk 
que donne l'équation (2), en développant celle-ci par rap- 
port aux puissances de x — Xo, après l'avoir mise préala- 
blement sous la forme 

r = ^' ^^" • (-'' — «^o) V^ -I- C:^ ces . (j: — .rp) )fn 

.7? — .r-j 
I 4-^ -" 

90. Intégrons maintenant la même équation par \^ 
Tnéthode des coefficients indéterminés. Soit 

la série étant ordonnée par rapport aux puissances o;:*:^ 
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sautes de a: : on en déduit 

2 dy a— a ^ 6—2 y— a . 

--f-=2rt,a.r -I- 2 a, 5.r -4- 2flr37« H-..., 
.r a.r 

— ^ = rt,a(a— i)^ -|-ûr5 6(6 — i).r 

La somme des seconds membres de ces équations doit 
& tire nulle, quel que soit a:, en vertu de l'équation propo- 
sée : ce qui exige que les coefficients des termes de degrés 
clifTérents soient nuls séparément. 

Le plus faible exposant est a — 2 ; le coefficient du 
L^rme total de ce degré donne la condition a (a 4- i) = o, 
^cjuatîon à laquelle on satisfait par a = — i oua = o. 

1°. Soit a = — I . Le terme na^ x* ne pouvant dispa- 
vaitre de lui-même doit se réduire avec d'autres -, il faut 
donc que a ne soit pas inférieur à 6 — 2. Si 6 — 2<^a, 
il faudra S (6 -H i) = o pour que les termes de degré 
^ — 2 se détruisent, ce qui ne donne que 0=0, puisque 
^ ^ a. Il faudra ensuite que Ton ait 

7— 2=a, ^—2 = 6,...; 
^Gs coefficients donneront les conditions 

^37(7-1- -4- nay = 0, a^B[^'^l) -h/2^j4- o, 

On tire de ces diverses équations 

a=: — I, ^ = 0, 7 = 1, 0=2,..., 

l ,'?. 1.2.3.4 

cti n rtTj /?' 

I . ?.. 3 1.2.34--^ 
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Il y a donc deux roustantes indéterminées ai, a^, cl la va- 
leur de y est 



/l^r» 



ou 



(I nx n^.r^ 

r 1.2 1.2.3.4 1-^ 3.4.5.6^ " 

/ /î.r» «'.r» \ 

-^ ri, 1 -H — . . . h 

\ 1.2.3 1.2.3.4.5 / 

^= . r 

f- ~psin..rv/? 

/7| COS. .?' V/ï i//ï 

.>■ = ^ -h ^^ 5 

.r ./: 

solution identique avec celle que nous avions déjà trouvée. 

Nous avons pris S — 2 <^a, mais nous aurions pu 

prendre 6 — 2 = a. Dans ce cas, nous aurions trouvé 

1 fl,COS.rV^ . , , . . ' i„ 

seulement j^ = ^--j ce qui n est quune intégrale 

particulière. La solution n'aurait été complète qu'en con- 
sidérant l'hypothèse a = o que nous avons déjà indiquée, 
et que nous allons examiner. 

2*^. Soit a = o. Dans ce cas on ne peut avoir 6 — 2<^«i 
parce que le coefficient de x^"^ devrait être nul, caqi» 
donnerait S (o -f- i) = o, équation impossible puisque 
ê^cz.On aura donc o — 2 = a, et, par suite, 7 — 2 = ê.. • 

Les exposants ont donc les valeurs suivantes : 

a=:o, 6=2, 7 = 4,..., 
les coefficients seront 

1.2.3 1.2.3.4*5 

cl, par suite, 

''' . /- 

~- sin . .t V /i 

y = '^ — 
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i ne trouve donc encore qu'une intégrale particulière, 
isqu il n'y a qu'une constante arbitraire. Réunie à celle 
enous avions trouvée en dernier lieu, elle donnerait 
itégrale générale. 

êl . Soit encore l'équation 

d^Y I dy 



sons 



aura 



j = A,j:« -h A,x^-h A3X*''-f-..., 



-^ = A.a:r«-^-|-A,6a:«-^ + A37X^ ""'-+-..., 
X dx ' 

^=A.a(a-i),r«-"-hA,6(Ç-i)x^-^ 

4-A37(7 — i)^'' -h 

La somme des seconds membres de ces trois équations 
it être identiquement nulle en vertu de l'équation pro- 
•sée. Les termes renfermant x*"~^ doivent se détruire, 
qui donne 

a(a — i)-|-a==o OU a = o. 

Les termes renfermant .r ne sauraient, dans ce cas, 
fede degré inférieur à a 5 car leurs coefficients donne- 
ient 

6 = 0, 

I^î ne peut être. Donc 

6 — 2 = a, 7 — 2=:ê,.... 

a = o, g = 2, 7=4» ^=6,.... 
'^ coefficients donnent les conditions 

A:?» -f- A, = o, A37' -h Aj =; o, . . ., 



.4o 
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d'où 






4- ^' , 


•'' 2=.4' 






et , par suîtc% 

•^ " ^ ' V ~ ? "*" ï^f " ^^4^6' "^ ' ' 7 
Oq ne trouve par ce procédé qu une înt^rale particu- 
lière, puisqu'il n'y entre qu'une constante arbitraire. 
92. En appliquant le même procédé à FéquaDon 



ou trouvera 



ce qui n'est encore qu'une intégrale particulière 5 ^^ 
Ton conclut que l'intégrale générale n'est pas dévelop' 
pable suivant les puissances positives, entières ou.fr*®' 
tionnaires de x. 
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CHAPITRE XIIL 

rÉGRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES AU 
MOYEN DES INTÉGRALES DÉFINIES. 



d3. Nous avons donné des moyens pour ramener, dans 
tains cas, Tintégration des équations différentielles à 
le de fonctions de x ou de y seulement. Quand cela 
!st pas possible, on clierclie quelquefois à ramener le 
)blème à l'intégration d'une fonction renfermant x et 
e autre variable, par rapport à laquelle on intégre 
tre des limites déterminées, en regardant x comme une 
ustante. Cette forme d'intégrale définie, donnée ky, 
. souvent utile dans les questions de physique ma thé- 
uique, et elle le serait bien davantage encore si l'on 
ait des Tables qui fissent connaître la valeur de cette 
tégrale pour une valeur quelconque de la constante x 
l'elle renferme. 

94. Un moyen que l'on emploie souvent pour obtenir 
nsi la valeur de y consiste à développer d^abord cette 
ileur en série, et à sommer cette série, lorsqu'on peut 
iconiiaitre une relation simple entre son terme général 
l'intégrale définie du terme général du développement 
une fonction connue de x et d'une autre variable, par 
ipport à laquelle se fait l'intégration. C'est ce que nous 
'ons éclaircir par des exemples. 
Soit l'équation 

d'^y m dy 

dx* PC dx ' 
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qui se présente dans beaucoup de questions de physique 
et de mécanique. En l'intégrant par la méthode des coef- 
ficients indéterminés 9 on obtient les deux séries sui- 
vantes, qui fournissent chacune une intégrale particu- 
lière : 



r = A 



i.(— /7i+3)"*" I .2.(--/w-f.3)(— /n-hSj' 



^^m-hip-^l 



i.7....y?.( — /// +3) (— /w4-5)...( — m-h^p-hi 



+... 



9. 



1.2. (m -f- 1) {m -h 3) 
s 



(î)" 



i.2.3.(///H- i)(/in-3). . .(/7i -1-5) 



-h. 



Hï-"' 



H ^ i J-. .. 

I.2.../?.{/7f-hl)(/lf-i-3)... (/W-f-2/? — l) 

Si l'on ajoutait ces deux valeurs àe y^ on aurait l'inté- 
grale générale renfermant deux constantes arbitraires A 
et A'. La première de ces deux séries devient illusoire 
lorsque y est un nombre positif impair, et la seconde 
lorsque m est un nombre négatif impair. Ainsi, dans 
lous les cas, l'une des deux subsiste, et l'on sait com- 
ment, une intégrale particulière étant connue, on pourra 
trouver l'intégrale générale. Si l'on désigne par ji l'inté- 
grale connue, l'intégrale générale sera donnée par la for- 
mule 

(.) r = cr,^cr.j^,. 

Pour obtenir une série de même forme que la seconde ^^ 
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: précédentes, considérons d'abord le développement 
mt : 

, , a^cos'c* a*cos*« 

cos(acosc>>) = I 1 ^r—j — ... 

^ ' 2 1.2.3.4 

-4-^ ^ h.. ; 

I . 2 . 3 ... 2/? 

iplions les deux membres par sin"*~'ft)Jco et inté- 
s entre o et tt, en supposant toutefois m positif, sans 
l'intégrale serait infinie. En ayant égard à la for- 
f suivante, qui s'obtient par les procédés connus de 
ction , 



X 



ÎT 

CCS*' 6) sin^wrfw 



/o 

1-3.5 (2/-3)(2/.^,) fsin^,^,, 

ns laquelle il faut, pour la même raison, supposer 
— I , on arrivera à l'équation 

•TT /«TT 

cos(acosw) sin*""' wr/o) = i sin'"~'wrfw — ,.,, 



i-^ï/: 



sin'"~'6)cfw 



2.3 . . . /7.(/w -f- i) (/w -4-3). . . (w 4- 2/? — i) 

în posant a = :t: y^ , et mettant I sin'"~^oi)rZo) en 

Jo 



ur 



I cos(xy^cos&)) sin"*"' wr/w 

(?)■ 



2 



sin"-'o,rf«< ••("'■*-'^ i.2.(m+,)(;»-H3) 



i.2.../?.(/w-hi)(/w-f-3)...(/w-+-2y!?— i) 
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— + 



ce qui n'est autre chose que notre seconde série , à on 
facteur constant près. L'întégiale qu'elle exprime peut 
donc se mettre sous la forme suivante : 

^ = B I cos(x y/^ cosw) sin"*"' wrfw, 

pourvu que l'on ait m >► o. 

Quant à la première série , qui peut s'éirire ainsi : 

I - (-V 

\ i.2.../^.(—//i-h3)(— /yiH-ù}...(— w-h2/?+i 

on voit que la partie comprise entre les parenthèses neoï' 
fère de la précédente que par le changement de m cb 
— m -|-r2. On pourra donc mettre cette dernière équa- 
tion sous la forme suivante, pourvu que Ton ait m<^3* 

j=:B,a:'~'" 1 cos(j: v^/i coso)) sin'^^wrfw, 

Bi étant une constante arbitraire. L'intégrale généralede 
l'équation (i) sera donc 

^' = B I ces {x^n ces w ) sirà""' w r/w 
4-B,a;'~"'" i ces ( x \//î ces û>) sin '"'"&>«/&>, 

toutes les fois que l'on aura les deux conditions 

/7/>-o, m<^7.. 

Si m est eu dehors de ces limites , une seule des deux m- 
légrales subsistera, et l'équation (3) , réduite à l'un de se 



(3) 
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: termes , ne donnera plus qu'une intégrale parûcn- 
. Dans ce cas, réquatioii(a) fera connaître Tinté- 
3 générale. 

3nsidérons maintenant les deux cas particuliers cor- 
ondants à m = o et m = 2. 

î. Soit d'abord m = o, ce qui réduit Téquation pro- 

e à -— -h /y^ = o. On devra se borner à la seconde 

îe de la formule (3) , et Ton aura l'intégrale particu- 

jKi = B| j? I ces {x^n cos w) sin u rfw. 

ituant l'intégration et représentant par C une con- 
e arbitraire, il vient 

y^ = Csin j;y/i. 

»rmule (2) donnera par suite, en représentant par Ci 
seconde constante arbitraire , 

y = C sin a; y^ -i- Ci cos a; sjn. 

erait arrivé plus simplement à ce résultat en traitant 
tement l'équation 

d'Y 

pérant comme nous l'avons indiqué pour les équa- 
. linéaires à coefficients constants , on trouve immé- 
imentla formule (4)> 

». Soit maintenant m = 2 , et, par suite, 



d'y 7. dy 
II. 



dx' X dx ' 
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OD ne conservera que le premier terme de la formule (3), 

et, en efiectuant l'inlégration , on trouYera 

C sin X ^ 



rx=- 



D'après cela, Téquation (2) donnera pour la valeur de 
Tîni^rale générale, 

C sin X \/^ -f- C, cosx sfn 



y- 

On pourrait traiter directement l'équation (5), et poser 
r = -: on obtiendrait ainsi 

d'où 

u =z Csinx sfn -h C\ cosx^, 
et, par suite, 

C sin a: ^/i -h Cl ces x \n 

X 

97. Il est un autre cas particulier qui exige un artifice 
analogue à celui que nous avons plusieurs fois employa 
dans certains cas de racines égales: c'est celui où l'on ^ 
m = I ^ les deux parties de la formule (3) se réduisent» 
une seule, et l'on n'a plus qu'une intégrale particulière? 
bien que la valeur de m tombe entre les limites o et 2. On 
pourrait bien encore recourir à la formule (2); maison 
obtiendra beaucoup plus simplement l'intégrale général 
de la manière suivante : 

Remplaçons m par 1 4- cJ dans la seconde partie de/j 
dans la formule (3) ; elle devient 

BiJ?"^ I cos(x y/i cosw) (sin w)'^*^ûf6); 
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X 



""^=1 — ^1.j:H /»a: — . .., 



I .2 



fsinw) ^=1 — dLsinci>H /'sînfl>> — ...; 

^ ' 1.2 



L 



X *'(sin«) *^ = I — ^(1. x+ l.siiitt>)-4-*-*; 

a seconde partie de la valeur dey devient, en négli** 
ut les puissances de i supérieures à la première , 

XTZ 
COs(j? V^COSa>>)£foi> 

XTT 
cos (x \/Jï cos» j (1. x-\-\. sin «) rfw ; 

ïremière partie dey devient de même 

— "(a:^coso»)c?«-hB^ 1 cos(a:^/zcosci>) l.sin&tcfu. 



cos 





)utons ces deux expressions et posons B + Bi = C , 
lésignant une constante arbitraire, on aura 

^ = C .1 cos(x^cos&)) Wiw 

J/»7r 
I cos(.r ^cosw)(l..r-f-l. sinw)rfû) 
o 

cos ( X sln cos w) 1. sin w<fw. 

pposons maintenant que à tende vers zéro, et B^ vers 
e constante arbitraire Ci ; on aura pour la valeur com- 
pte de y^ ^" passant à la limite, et observant que 

lO. 
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I. x H- 2 1. sin 0) = I. (.r sin* «) , 



> =r C I COS (.r ^/l COS w) </w 
«/o 

-4- C, / cos(.r v/^cosw)l.(.rsin*w)^/(». 
«/o 



l\îllc est rîntëgrale générale de Téqualion 

98. 11 est bon de lemarquer que toutes les fois que m sera 
un nombre pair positif ou négatif, l'une des deux parues 
de la valeur de y donnée par l'équation (3) pourra s ex- 
primer sans aucun signe d'intégration ; quant à 1 autre» 
elle disparaîtra, vu que m sera en debors des limites o et 
2. Pour le démontrer, désignons, en général, par Apl»»^' 

tégrale déGnîe / cos (Icos w) sin'' wrfco-, TintégratioB par 

parties donne la relation suivante, en supposant p>3' 

Ap = A^_, :^^ Ap^v 

Si p est un nombre pair, ou parviendra, au moyen o^ 
cette formule de réduction, à Aq ou I cos (XcoswJ^&^î 

qui ne peut être obtenu exactement en fonction de ).. Si» 
au contraire, p est impair, Ap est ramené à A3 et Ai (p^ 
pevivent être calculés exactement et ont pour valeurs res- 
pectives 

A, = — r — 5 A3=:^(smÀ — >cosa); 

d'où il résulte que Tune des deux intégrales particulier^'^ 
cjui entrent dans Téqualion (?t) pourra toujours ètrccxpr'' 
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mée en x, sous forme finie, lorsque m sera un nombre 
impair positif ou négatif. 

99. On peut encore présenter l'intégrale de l'équa- 
tion (i) sous une forme qui est souvent préférable à celles 
que nous avons considérées jusqu'ici, et particulièrement 
lorsque m est un nombre pair positif ou négatif. 

Posons 

y = A,r« 9 (x) -h A, x*"^' ^'x -4- Aj-r*"*"^ (p"(.r) 4- . . . , 

les constantes a, A, A^, A», etc., étant indéterminées, 
ainsi que la fonction (f (x) dont nous désignons les déri- 
vées successives par ç»' (j:), ç»" (x), etc. Substituons cette 
valeur de j^ dans l'équation (i), et cherchons s'il est pos- 
sible d'annuler les coefficients des diverses puissances 
de Xy qui seront en évidence. 

Endifférentiantdeux fois de suite j^, on trouve 

^ mA.Kx"'-'^ f {x) -h m \^ {a. -+- i) r»— » 5?' (x) -f- ni A, (a H- a) x"^ p" (x)- 
-t-niAx»""' 5>'(x) -i- wA^x«y"(x)- 

=Aa(a-I>r«-2f,(x)-+- A, (a -+- 1) ax«~» ç>'(x)-f-A,(aH-2)(a-hi)xO'-/(x)- 

■+- 2Aaxa— » ^' (x) -h -j A» (a-+- i)xa/(x)- 

-t-Ax«/(x)- 

Si nous substituons ces développements dans l'équa- 
fion (i), et que nous égalions à zéro le coefficient du terme 
général qui contient x""^''""^, nous trouverons 

[(«+/?) (a -h/;4-//i— 1) Ap-^(2a-H2/>-|-/w— 2)A^-,-hA^_-Jflp^(.r-) 
-+-/îA^_j(ï)/'-'(x)=:0; 

et pour que cette relation entre 9'' (x) et ç^~* (x) soit plus 
^^ûiple et ne dépende pas de p, nous poserons 

f*-T'/;)(a-t-;? + //i — 1) A^-t- (aa 4- 2/? + /« — 2) A^_, =0} 
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d'où il résultera 

équadon à laquelle on satisfera , quel que soit le nombre 
entier p^ en posant 

y''(x)-h/tç(x) = o, 

d'où Ton conclut 

^(x) = Csinx ^ + C'cosx 0ï, 

C et Q' étant des constantes arbitraires. Mais ce calcul ne 
s'applique pas à tous les termes de la série qui résulte de 
la substitution de la valeur de y dans l'équation (i) ; il 
suppose que p soit au moins égal à 2 , et il est nécessaire 
de considérer à part les deux termes qui renferment les 
puissances a — i et a — a de x. En galant à zéro leurs 
coefBcients respectifs , on obtient 

9c(a — i)-f-iiia = o. A, (a -h i) (a -f- m) -h A (m -|-2a)=0. 

La première donne 

a = o, ou a=i — m y 

et la seconde conduit, dans l'un et l'autre cas , à l'équa- 
tion 

A, = — A. 

Examinons successivement les développements corres- 
pondants à ces deux valeurs de a. 

1°. Soit a =: I — m ; la relation générale entre A^ et 
Ap_i devient 

/>(/? — m -M) A^=: (m — 2/?)Ap_i. 

En changeant successivement p en p — i, p — 2, etc., 
on déterminera A^ en fonction de Ai; et conmie Aj = —A, 
on connaîtra le coefficient général A^ en fonction de A 
qui restera indéterminé, mais que l'on pourra prendre 
égal à l'unilé, à cause des constantes C , C. 
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On trouvera ainsi 

(m — ip){m — 2/? + 2)...(/w — 4) ' 

^ [p — m-{-i)[p — iw)...(3 — m) 1.2.../7 

et la valeur de y aura pour expression 

^ . r- ^/ /- diCsÀnx \l n-^C/ COS.T spi) 

Csin^i/'*-^C'cos.r J/i— X -^^ ^—- ^— ' +. . . 

dx 

[m — ^)...[m — a/?) [— xY dP{(^ sinx^n -f- C cos^i: V^/z) ! 
(m — 3)...(«i— /? — i) I.2.../Î </j:/' 

Lorsque l'on trouvera pour un cerlain coefficient A^ 
une valeur égale à zéro, la série arrêtée au terme précé- 
dent satisfera à l'équation différentielle, et Y intégrale 
générale sera donnée par un nombre fini de termes. 
Cela arrivera toutes les fois que m sera un nombre pair 
positif. 

2**. Soit maintenant a =o^ la relation entre Ap_i et A^ 
devient 

. m -Y- ip — 2 

d'où l'on tire, en supposant encore A = i, 

__ (/ /2-h2)(/yt -+-4 ) - -'(^^ H- 2/? — 2) ^ {—lY . 

^~~ (/W 4-l)(/;| -f. 2). . .(/W +/? l) 1.2.../?' 

€t la valeur de y sera 

o^ r ^, r d{Cs\nxyfn-\-Q!co^xsln) 

Csinar y^+C cosa: sfn—x — ^—y- -— + ... 

dx 

. [:;2f^ ('W4-2) (/?i+ 4)...(/»+2/?— 2) ^ (C sin j? y/î^-hC ces a: s/^ ) 

ï'2.../? (m-hl)(/W+2)...(w-h/? — l) fl^X/'- 

On arrêtera cette série, comme la précédente, au terme 
^tle coefficient sera nul; ce qui arrivera si m est un 
nombre pair négatif. D'où l'on tjre^cettc conséquence. i m- 
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portante, que V intégrale générale de F équation (i) peut 
toujours s^ exprimer par un nombre fini de termes lorsque 
m est un nombre pair positif ou négatif 

100. Équation de Riccati. — L'équation non linéaire 
que Ton désigne ainsi est la suivante : 

dr 
dx 

du, 

"dx 
Si l'on pose, avec Euler, y = — j on obtient, en faisant 

aft = A, 

d^u 

et tout se réduit à intégrer cette équation linéaire du se- 
cond ordre : car la valeur générale de u sera de la forme 

C et C étant des constantes arbitraires *, il en résultera 



et, par suite, 



^=7 



du. du^ dui 

dx dx dx 



dui duj C dUi dUi 

i dx dx i (7 dx dx 



a Ca, H- C'a, 



^ «• + «2 



C 

Cette valeur de j^ renfermant une constante arbitraire -^ 

sera l'intégrale générale de la proposée. 
U reste donc à intégrer l'équation 

d^u 

— — = Ax^ u. 

dx* 

On peut ramener cette équation à une autre de la formel 
de Téquation (i), en changeant la variable indépendante 
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X, et posant. x^= Az , A et p étant des constantes indé- 
lerminées. On trouve ainsi 

D* . ^d^u p[p — i) du 

Les deux termes extrêmes ne renfermeront plus x si Ton 
pose ip — 2 = m , d'où y? = f- i , et qu'on divise par 

x". Si l'on divise, en outre, par —j et qu'on exprime x 
eu z , on obtiendra 

d'^u m I du A/-' 

4- 



dz* ///-ha z 



- (=.,)■ 



et si , pour simplifier cette équation , on détermine k par 
la condition 



m 

— H-i 



Kk^={^-^i\\ d'où /=^_-, 
OU aura à intégrer l'équation suivante : 

d*u \m -{- 2,/ du 

■^-*- — i— •51-" = °' 

^ui rentre dans Téquation (i) eu y changeant m et n en 

^^- — et — i; ce qui doane lieu aux conséquences sui- 

"^'ailles : 

1°. Si est un nombre pair positif ou négatif, les 

^^iix valeurs de u pourront s'exprimer par un nombre 
*^iii de termes en z , et , par suite , en x. 
Soit donc 

=±2/, 



l54 LIVRE IV. 

I étant un nombre entier positif; on en tire 

m =-7r-7^ î 

±21 — l 

les signes supérieurs se correspondant, ainsi que les infé- 
rieurs. Cette expression se réduit à la forme suivante: 

2i±l 

Ainsi Téquation de Riccati pourra s'intégrer complète 

ment lorsque m sera renfermé dans cette formule. 

*i?. Si est compris entre o et 2 , la valeur gêné 

raie de u pourra s'exprimer au moyen de la formule ( 3 ^ ^ 

On voit d'abord que si m est positif, est nécessai. — 

rement compris entre o et 2, et l'équation de Riccati s'ir»^ 
tégrera par le moyeu de deux intégrales définies simples . 
Si m est négatif, soit m = — m', on aura 

■ZT' r>^' Zj — I<^î 



la première exige m'}>2, et la seconde, m'>4'Donc 
on intégrera encore de la même manière l'équation de 
Riccati lorsque m sera compris entre — 4 ^^ — 00 . Ce 
n'est donc que pour les valeurs de m comprises entre o 
et — 4 5 qiie l'intégrale cherchée ne pourra s'exprimer au 
moyen de deux intégrales définies simples. 

La formule (3) devient, en y changeant m en — -j- et 

» en — I, 

— 2 



= B I cos(zv^ — 1 cosw) sin ^wrfo 



l/O 

3 



-HB, z ^ ( ces (2^ — i cosw) sin w^/w. 
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Remplaçant z par sa valeur — - — x^ , et posant 

;;;-^ = fx, il vient 

r ( -^^ — \ ^=^ 
« = B I cos l \ix^ sj — I cos w I sin'""*"^ «rfw 

r ( =+« ,— ^ ' 

4- B'x I cosl^x^ V— I cosw Jsm'"'*'^w</«. 

^i Ton faît disparaître les imaginaires , cette formule de- 
v^î^nt 

• / '» '» \ — ^ 

(m « \ '^ 

« et B' étant deux constantes arbitraires; et le rapport 

^jy sera la seule constante que renfermera l'intégrale de 

l^cquation de Riccati. 

Si m est entre les limites o et — 4 9 '"i® seule des deux 
intégrales définies subsiste, et l'intégrale générale sera 
d.onnée au moyen de la formule (2). Soit W| la valeur par- 
t^îculière de u , on trouvera 



dut 
(ix 



' «'(-"/S)' 



^1 étant une constante arbitraire. Cette expression est 
^ï^oîns simple que la précédente, mais c'est précisément 
^^ns ce même intervalle, entre o et — 4-> q"^ se trouvent 
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— ii 

comprises les valeurs renfermées dans la formule —rrr^ 

et pour lesquelles on peut intégrer exactement. Si m avait 
pour valeur la première limite o, l'équation à intégrer 
serait 

^-" = ^' 
qui donne 

M = C^-+-C, Éf~-. 

Si m a pour valeur la seconde limite — 4^ on sl a consi- 
dérer l'équation 



(l^u 2 du 

dz* z ilz 

V 

Z 



qui a déjà été traitée, et qui , en posant m == -? se réduit a 



d*où Ton lire 
et , par suite , 



t; = o, 

dz' ' 



c'=:Ce»-hC,ef-S 



4*^. Entre les limites o et — 4, il y a une valeur qui 
rend les deux intégrales illusoires : c'est m = — 2. Dans 

„ , . d'il A«. 

ce cas , 1 équation primitive en î* devient ^— ; = -jj 

elle rentre dans une classe d'équations que nous avoiU 
donné le moyen d'intégrer. Son intégrale générale sera 
Il = Cx^-I- CiX*", A' c;t k^^ étant les racines de réquation 
A«_A_A = o. 

101 . Soit encore l'équation non linéaire 
dx 
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18 de même 

I du 
X = — -—9 
au €ix 

:piarion proposée deviendra 

d^u 

d^ = -^''^'' 

-—e =.. 

résultera 

d^u I du 

dz^ z dz 

\ n'est quun cas particulier de Féquation (i). On 
lonc 

M = C /, cos(z^— icosw)rfw 

rit 
co%{z^^ I cos«)l.(zsin'«)r/ck), 

-hC" r''(e'^^"+e-^«^«^)l.(2sin»»)rf«. 

este plus qu'à substituer à z sa valeur en j: ; et j* se 
ra de u, comme dans le cas de Féquation de Riccati. 

l. Considérons encore Téquation suivante, qui se 
ntre dans les applications physiques, 
^'r . r , "(n + j)-] 

dè-^l^ ïr-Jr=o; 

ij- = ,r"+* z , il viendra 

d^z 2(/i -f- i) dz 



dx^ X dx 



•i-p^z=zo, 
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qui rentre dans Téquation (i), en y changeant m en 
2 (n -f- 1) etnenp*. 

Si l'on suppose n positif, et quelconque d'ailleurs, 
a (/i -h i) n'étant pas compris entre o et 2 , on ne pourra 
exprimer qu'une intégrale particulière au moyen d'une 
intégrale définie. Son expression sera 

z = A j cos(/?a:cos«)sin*'»+'w</w, 

et l'on pourra, comme on l'a déjà vu, en déduire Tinté- 
grale complète. La valeur de j-, qui s'en déduit, est 

cos (px ces « ) sin' *■*"• cw r/« . 

Dans le cas particulier où « = i , l'équation proposée 
devient 

et l'on aura 

cos ( px cos oi) sin^ (o doi ; 

et, effectuant l'intégration, 

^/sinpx \ 

B étant une constante arbitraire. En la considérant commi 
fonction de x, on déterminera facilement l'intégrale com 
plète. 
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CHAPITRE XIV. 

DÉTERMINATION DES INTÉGRALES DÉFINIES 
PAR l'intégration d'ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 



103. La recherche d'une intégrale définie peut quelque- 
fois être ramenée à l'intégration d'une équation différen- 
tielle, relative à Tune des constantes qui entrent sous le 

signe /. 

Les dérivées de cette intégrale par rapport à ces con- 
stantes seront des intégrales prises entre les mêmes li- 
mites; et si l'on peut par ces différentiations reproduire 
la première int^rale , en l'éliminant on aura une équa- 
tion entre ses dérivées par rapport à une des constantes. 
Si l'on peut l'intégrer, on aura une expression qui ren- 
fermera l'intégrale définie comme cas particulier, et il 
ne s'agira plus que de déterminer les constantes arbi- 
traires de manière qu'elle se réduise à cette intégrale elle- 
m&ne. 



X' 



104. Soit , par exemple , l'intégrale définie 
cos(j:cos«)</w. 
Considérons-la comme une fonction de a: , et posons 
(0 X= f cos(xcosw) Jw. 
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Différentiant deux fois par rapport à x, il vient 

dy r^ 

"T" "=- — / sin ( x ces w ) ces 6> rf« , 
-^-j- = — I cos(j:cos6))cos'wr/«. 

Pour rendre ces expressions plus facilement compara- 
bles , il faut introduire cos(a: cosc»)) au lieu de sin(j:cosfi)) 
dans la seconde -, et c'est ce que Ton fera en intégrant par 
parties. On aura ainsi 

— sinw sin(ar cosw) — x \ sin'w cos(ar cos&>) rf«. 
Le premier terme disparaît, aux limites o et tt , et il vient 

dr r^ 

-r- = — X \ cos(j;cos6>]sin'6>c/fti. 
Divisant par x et ajoutant à la troisième équation, on ob- 



tient 



d'Y i dy n r X ^ 

--^H ^= — I cos(a:coSb>)£^b>. 

dx^ X dx J^^ 

L'intégrale cherchée étant ainsi reproduite, il suffira 
de la remplacer par y pour avoir l'équation différentielle 
cherchée, qui sera 

/ V d^y I dr 

105. La détermination de i cos [x coso)) diù a été ra- 
menée à l'intégration de l'équation (2), que nous avons 
traitée dans le n*' 97. Mais, comme nous n'en avons déve- 
loppé qu'une intégrale particulière, on ne peut savoir si I 



INTÉGBATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. l6l 

elle qui doit donner la valeur de Tintégrale définie, 
oil donc qu'il est, en général, nécessaire de con- 
e l'intégrale complète de l'équation différentielle à 
îlle on est conduit, pour pouvoir en déduire la va- 
ie l'intégrale définie cherchée. 

pendant, dans le cas actuel, il est facile de s'assurer 
a série trouvée pour intégrale de l'équation (2) coin- 

avec I cos (x cos «) ûfc»), en donnant une valeur con - 

ble à la constante. 

1 effet, développant cos [x cos w) en série, on a 

^' cos' w x* cos* » a:^ "* cos' "* w 

^ 1.2 1.2.0.4 ^*^' •n^^m 

iplions par ûf w et intégrons entre o et tt , en obser- 
que 

1.3. 5. ..(2/?/ — i) 



X 



cos''" w éf w = j—^ 

Q 2.4*0.. .2/71 



îndra 



(1^' jd^ x^ \ 

insi l'intégrale définie 1 cos (x coso)) d(ù n'est autre 

e que l'intégrale particulière que nous avions trouvée 
' Téqualion (2) , et dans laquelle on suppose la con- 
te arbitraire égale à tt. 



)6. Cherchons maintenant l'équation qui détermine- 
l'intégrale défitiie / 6-'"''*cos 2 nxdx,<i\ie nous 



laissons déjà. 
II. 
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Soit 



dy /•« 

-7- = — f 2 xr"*" * sin 2 nxdx, 

/2 xer^*** sin :tnxdx=z — - e~*'** sin 2 «x 



on trouvera 



Or 



2/- , 

cos 2 nxax. 

ni' - 



Donc 

^=_î^. d'où r=cr^. 



dn 



Xoo 
g-mix2 çQg ^nxdx est compris dans l'expre — »» 

— 2l 
sion Ce "* , dans laquelle C est indépendant de x et ^^^ < 

il reste à voir quelle valeur doit avoir C pour que Ce ^^ 
devienne égal à cette intégrale définie. Or, pour n = ^^^ > 
rintégrale devient 

/ e-'"''*dx, ou -^--, 

et Ce '"se réduit à Cj donc la valeur de la constante C 
devait être ^,, et l'on a 

2/W 



2//I 



Xoo 

comme nous l'avions trouvée par une autre voie* 
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Si l'on avait regardé / e~'"''' cos 2nxdx comme fonc- 
tion de m, on aurait trouvé 



d'. 






ou 



m 



et Ton trouverait 



C=r— et ^ = I-c *». 

• 2 2/71 

^07. Considérons , en dernier lieu , l'intégrale 
'*^c(tsaxdx 



£ 



^X>SO] 



ins 



o »-^^' 



Xcosaxdx 



I^ïous ne prenons pas de suite la limite oo , pour éviter 
TM.C3 difficulté dont nous parlerons tout à Theure. Diflc- 
ejci. tiant deux fois par rapport à a , il vient 

V'/y- r^ x^cosaxdx f* _ sinal 

3t sî l'on faisait Z = oo , on voit que le second membre 
îc présenterait sous une forme indéterminée. 
II faut maintenant intégrer l'équation linéaire 

d^y sin al 

da^ a 

^î l'on néglige d'abord le dernier terme , on trouvera 



e^-^sin al , 
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pour intégrale j' = A e" -h Be""*' -, considérant ensuite A 
et B comme des fonctions de a , on trouvera , pour l'inté- 
grale générale de Téquation en question , 

^_. -n _- «^ r'' usinai ^ e C 

C et Cl étant des constantes arbitraires. 

Il faut maintenant supposer que /croisse indéfiniment, 
et chercher la limite du second membre. 

Or, quand / est extrêmement grand, sin al passe par 
toutes les valeurs de — i à -h i pour un accroissement 
extrêmement petit de a, pour lequel on peut regarderies 
autres facteurs comme constants. Les éléments de/ inté- 
grales se détruisent donc dans cet intervalle, et il en estde 
même depuis une valeur finie quelconque de a jusqu'à l'in- 
fini. Il suffît donc de considérer les éléments de ces inté— 
grales entre o et une valeur infiniment petite de a, Mai^ 
alors e"^ et e"* peuvent être remplacés par l'unité dans le* 

intégrales qui se réduisent à - > et les deux derniers terna^^ 

rentrent dans les premiers. 

4. ., i. . j ,,. , I r^cosaxdx r^ cosaar^ 
Ainsi la limite de 1 intefi'ralc I — j ou I ::^ 

étant désignée par^, on a 

Il ne reste plus qu'à déterminer les constantes C, Ci- 
Or, si a est positif, Ce** croîtra indéfiniment avec a, 

qui ne peut convenir 5 donc C = o. De plus | 

devient égale à - pour a = o -, donc Ci = ~ et 



f 



cos axdx 7r 

— - = - c- 

I -h x' 2 
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Si a était négatif, on aurait C^ = o et C = -> et, par 
suite , 



i 



^ co% axdx n 



=z-e*. 



i-h x' 2 



108. Si l'on différentie les deux membres de celte équa- 
tion par rapport à a, on aura 



X 



^jnsinaxdx — tt 

= —-- ^, 



« étant négatif. Si l'on différentie l'équation qui se rap- 
porte au cas de a positif, on aura 



jf 



^xsinax , iT 
dx =.- e~^, 

H-X' 2 
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CHAPITRE XV. 

DÉTERMINATION DES SÉRIES PAR L'INTÉGRATION 

d'équations différentielles. 



109.. Nous avons vu comment Fintégrale d'une équa- 
tion différentielle pouvait être développée en série; mais 
on peut réciproquement se proposer de trouver l'équa- 
tion différentielle dont une série donnée serait l'intégrale. 
Si cette équation peut être intégrée complètement sous 
forme finie ^ on saura déterminer la fonction dont on 
avait le développement. Pour obtenir cette équation , on 
différentie une ou plusieurs fois la série, ou d'autres 
séries qu'on en déduit, de manière à reproduire celle 
que l'on cherche, qu'on peut alors éliminer. Si elle ne se 
reproduit pas , mais qu'on parvienne à une série qu'on 
sache sommer, on peut encore obtenir l'équation cher- 
chée. 

110. Soit, par exemple, la série 

I .2 I ,2.3.4 * •2'- .0 
on trouvera , en différentiant deux fois , 

dx^ 1.2 1.2.3.4 

celte série clant, au signe près, celle que Ton cherche. 
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on peut rélimîner, et l'on obtient Féquation différentielle 

Par la théorie des équations linéaires , on trouvera 

/ = A CCS X -f- B sin X , 

A et B étant des constantes à déterminer. 

Pour cela on observera que la série conserve la même 
valeur quand on change le signe de x\ donc B = o. De 
plus , elle se réduit à i pour j: = o ; donc A = i , et la 
série est égale à cos x , comme on le savait d'ailleurs. 

\\\, Soit encore la série 

XX* x^ X* .r* 

r= I 1 — ô "H 0-7 — 7-?-+- •••» 

I 1.2 2.3 3.4 4'5 

on en déduit 

dr X .r' x^ .r* , / v 

dx 1234 

dans ce cas, on est arrivé à une série qui n'est pas iden- 
tique avec la proposée, mais que l'on a pu sommer. 
Il faut maintenant intégrer l'équation 

—= — 1-4-1.(1-+-^), ou jr = — «-F/fifel.(H-.^), 

qui donne 

J = C — 2.r + (i -4- x) I. (l -h x). 

L.a constante C doit être égale à i, puisque la série se ré- 
duit à I pour j:=o; donc 

X = I — 2.r + (i 4-j?) 1. (H- Jc). 
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On aurait pu différeutier une fois de plus, et l'on aurait eu 

d'^Y I 

dx^ I -^ .r ^ 

il aurait fallu alors intégrer Téquation 
<l'où 

^ = l.(H-:r)+C. 

d,r ' 

Pour déterminer C, on observera que l'on a-^ = — t 
pour x = o ; donc C = — i , et 

On aurait continué comme dans le premier calcul. 
H2. Considérons, en dernier lieu, la série 

elle donne d'abord 

dy -r x^ :r^ 

dr. 2 2' . 4 ^'' • 4* • ^ 

Pour faire disparaître le dernier facteur de chaque déno- - 
mînateur, multiplions les deux membres par .r, puis diffë — 
rentions-lcs, il viendra 

d^ y dy /-^ r^ x'' 



INTÉGRATION U£S ÉQUATIONS UIFFÉEKNTIELLES. 169 

On a reproduit aînsi la série proposée, et, en l'élimi- 
lant, on obtient 



m 



*-^-^^-^'-^=*'' 



^,r' .r dœ 



Ct , en effet , nous avons reconnu précédemment que 
ette équation différentielle a pour intégrale particulière 
a série proposée 5 mais nous ferons observer ici, comme 
lous l'avons fait pour la détermination des intégrales dé- 
nies, qu'il est, en général, nécessaire de connaître Fin- 
îgrale complète de l'équation différentielle à laquelle on 
arvîent. 
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CHAPITRE XVI. 

APPLICATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES AU 
RECHERCHE DE FONCTIONS DONT ON CONNAIT 
CERTAINES PROPRIÉTÉS CARACTÉRISTIQUES. 






113, Soit proposé de trouver une fonction 5 = ^(4 
telle que l'on ait pour toute valeur de x et y^ 

Si Ton dîfférentie cette équation par rapport à jr, en cûft* 
sidérant j- comme constant, on a 

ç'(x) = ç'(.r-f-j); 

d'où l'on conclut que <p'(a:) est constant, quel que soit Jf, 
et que, par conséquent, on a 

dz 

a désignant une constante. On en déduit 

( 2 ) z-^ax -\' h ^ 

h étant une nouvelle constante. 

La fonction (j), qui satisfait à l'équation (i), est donc 
nécessairement comprise dans celles que représente w 
formule (2). Mais la réciproque n'est pas sûre, et il ftul 
tâcher de déterminer les constantes a et i de manière 
que la substitution de la valeur trouvée de ^ rende 1'^' 
quation {i) identique. On trouve pour résultat de cette 
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bslitution 

ax ^ b -{- ay -^ b = a (x -f-7) -h by 

qui exige que Ton aîl ft = o, d'où résulte z = ax. 

La solution la plus générale de la question est donc 

mnée par la formule 

étant une constante arbitraire. 

114. Cherchons maintenant la fonction déterminée par 
condition générale 

ifférentiant par rapport a x, il vient 

fférentiant la même équation (i) par rapport à jr^ on 
»tient 

f (j) = .r/(x7). 

î ces deux dernières on lire 

•V{')=r?'(r); 

ne le produit xc/f (x) est constant, et si Ton pose 
a:) = 2 , on aura^ en désignant par a une constante , 

-^ = «, d ou 1 on tire 

fiz = > z = «i.x+6, 

.r 

étant une nouvelle constante. Substituant dans Téqua- 
>n (i), on trouve 

) aLx-^-b-hal.y-hbzrzal.xx-^b; 

»AO 

^ = G t't z = /il..r, 
étant arbitraire. 



172 LIVBE IV. 

Ainsi, la solution la plus générale de la question esl 
donnée par la formule 

y{x)=log. .r, 

la base du système de logarithmes étant arbitraire. 

H5. Proposons-nous maintenant de trouver la fonc- 
tion (f (x) d'après la condition 

En différentiant cette équation par rapport à x et j,od 
obtient les deux suivantes : 

d'où l'on conclut 

?W~?{r)~ ' 

a étant une constante. Si donc on pose ç (x) = z^ on aura 
I dz 



d'où 



z dx 



dz ^ . z . 

— z= odx, 1.-7 = rtJT, zznoe*', 
z h 



b étant constant. Substituant dans l'équation (i), on 
obtient 

(2) be^'.bef'r z= ^^«('^/?, 

ce qui exige que Ton ait i*= i, et, par suite, è = i , car 
on ne saurait prendre b = o, La fonction cherchée a donc 
pour expression 

a étant arbitraire. 

Si la constanlc a est imaginaire , et de la forint' 
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i± n ^ — I , ou aura 

ç(x) = e^{cosna:± ^ — l sin nx), 
116. Soit encore proposée la condition 

Différentiant cette équation par rapport à x ut y j on 
obtient 

?(^)?'(r)=-^?'(^j)- 

ocs deux équations donnent 

roù 

?W ?(r) ' 

t étant une constante. On a donc, en faisant ç ( j:) = ^, 
X dz 



z dx 



•n en déduit 



dz dr . z . 

z X. 

> étant une constante. On aura donc 

z = haf". 
Substituant dans Téquation (i), il vient 

One i = I , et la fonction cherchée a pQur expression 

étant une constaule arbitraire. 

Si l'on sup])oso a= m± n \/— i, la fonction prend la 
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ce qui n'établit aucune liaison entre u et i', on trouve 

C{C — 1) a H- C, (C, — 1) «-' = C (i — C.) c -h C, (i — C) r-'. 

Les coefficients des termes dissemblables devant être nais 
séparément, on aura 

C = o, C, = 0, 
ou 

C = i, C. = i. 

Or on ne peut avoir à la fois C = o, d = o, sans quoi 
l'on aurait z = o, quel que fût x, ce qui est absurde. Donc 
on ne peut prendre que les valeurs suivantes : 

C=:i, C.=:i, 
d'où il suivrait 

expression qui ne deviendrait pas nulle pour a: = - » et 

qui, par conséquent, ne satisfait pas à la question. Donc 
on ne peut avoir a ^ o. 

3°. Supposons entin a <^ o et posons 

a =z — /7i'; 

r intégrale complète de l'équation (3) sera 

z = C ces mx -h C, sin mx , 

et puisque Ton doit avoir z =. 1 pour x =^ o, il en ré- 
sulte C == 2, et la valeur de z sera 

z = 2 cos mx H- C| sin mx ; 

en la substituant dans l'équation (i), et réduisant, on 
trouve 

C";J sin mx sin wy -h 2 Ci sin my cos mx = o , 
et comme on ne saurait avoir m = o, on peut suppriinei 
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e facteur sin my, et il reste 

CJ sin mx H-. 2 Ci cos mx = o , 

[juation qui ne peut être satisfaite, quel que soit x, qu'en 
osant ' 

• C,==o, 

'où résulte 

z = 2cos/war. 

a constante m se déterminera au moyen de la seconde 
cation (a), qui donnera 

■■■WTT . 

cos - — == o , 

.2 ■ . . - •■ 

où 

I7t = 212 + I^ ■ 

étant un nombre entier quelconque. Mais si l'on n'a- 
lit pas^ 72= o, cosmj? deviendrait nul pour la valeur 

= ^—r T' ^tii est moindre que -; ce qui ne saurait 

2(2/14- 1) ^ ^ ., 2' ^ 

re, puisque la fonction z ne peut devenir nulle pour 
Lcune valeur de x entre o et — Donc, enfin, 



z == 2 cosor, 
la valeur de la fonction cherchée est 

^ (or) 5^ 2 cos a:. 



II. 



17^^ " LIVRK IV. 



CHAPITRE XVII. 

DIGRESSION SUR QUELQUES PROPRIÉTÉS OU USAGES 
DES INTÉGRALES DÉFlNfÈS. 



Intégrales Eulériennes. 

118. Legendre a désigne de cette manîèi'e deux espèces 
d'intégrales définies, étudiées avec beaucoup de soin, dV 
bord par Euler, et ensuite par Legendre lui-même; nous 
nous bornerons à en faîre^ connaître les principales pro- 
priétés. Celles de la première espèce sont comprises dans 
la formule 



X" 



celles de la seconde sont de la forme 

■ x'(4r-. 

a étant positif, sans quoi l'intégrale serait infinie. 
Si l'on pose 1. - =y, on lui donne la forme 



X" 



y^-'e-ydy. 



Legendre désigne les premières par le symbole (/?, q), 
les secondes par I' [a] \ de sorte que Ton a 






af~^C~'diT. 
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Nous avons, déjà eu occasion de parler de ces dernières 
lans le cours d^ première année, elnous.avons démontré 
jue si û est entier, on a 

. ' r(a) =1 .2.3. . .{a — i); 

n que , quelque valeur positive qu'ait m . on a 



£ 



1 T(a) 



H9. On reconnaît immédiatement une propriété très- 
>imple des intégrales de première espèce , et qui consiste 
2n* ce que leur Valeur ne change pas , quand on change 
l'une dans l'autre les deux lettres p et q. En effet, si Ton 
Fait la somme des deux éléments de l'intégrale^ corres- 
pondants à deux valeurs de x dont la somme soit égale 
à I, elle reste évidemment la même quand on change p 
en 9, et réciproquement, puisque cela ne fait que changer 
les deux éléments l'un dans l'autre. Donc l'intégrale entre 
les limites o et i reste la même quand on change Tune 
dans l'autre les deux lettres p et q] propriété qui s'expri- 
mera de la manière suivante : 

420. Démontrons maintenant une des principales pro- 
priétés des fonctions de seconde espèce, dont Tétude doit 
^tre faite en même temps que celles de première. 

Considérons l'intégrale 

jf'(,.l)-.. = r,.-.„, 
/* intégration par parties donne 

, /(4y,.=,(,.i)%./(4)".. 
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el , prenant los limites o et i j 

x'('-j)'^="i'('ir'"- , 

ce qui donne la relation suivante 

r(a + i)=:ar(«). • 

Au moyen de cette relation , il suffira de connaître la 
fonction T (a) pour toutes les valeurs de a comprises entre 
o et I, pour en déduire celles qui se rapportent aux va- 
leurs de a comprises entre i et 2. De celles-ci on passera 
aux valeurs de a., comprises entre 2 et 3 , et ainsi de suite 
indéfiniment. 

La construction d'une Table qui donnerait toutes les 
valeurs possibles de la fonction F se réduit donc à la con- 
sidération des valeurs de a comprises entre o et i . 

Nous sjlons voir qu'il suffit même de connaître les va- 
leurs de r (a) dans Fintervalle de a = o à rt = -• 

Diaprés c^quî a été dît précédemment , on a réquatioJ-^ 

r{b)- ■ 



r 



2*-' ^-»(H-x) ^2 = 



(i- 



b étant positif. Multiplions les deux membres par a:'*"* djr^ 
a étant positif et plus petit que i, et intégrons-les pa^== 
rapport à x entre o et l'infini , nous aurons 

o Jo Jo (» + ^)* 

intégrons d'abord par rapport à x, et observons que 



r 
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le premier membre de Féquatiou deviemlra 



r( 



z*-*-' €-* i/s , OU r(a)r(^ — */), 



ce qui donne réquatioii 

d'où 

X«> .-«•-' r/.r._ r{a)r{b — a) 



X 



On voit donc comment les intégrales de la forme 

^> dans lesquelles on a a <^ i , dépendent de 

celles que nous avons désignée» par F. 

Considérons le cas pariftulier de i = i, et rappelons- 

nous que F (i) =*i , et I '-'- '- = ■-. j 1 equatiou 

précédente deviendra 

r{fl)r(i-«) = . 



sin^TT 

Si donc on connaissait les valeurs de F (a) depuis a = o 

iisqu à a = -5 celte équation donnant r(i — a)^ d'après 

T"* (a) 5 ferait connaître les valeurs de la fonction depuis 

i = - jusqu'à a = I . Il serait très-facile ensuite, comme 

xous l'avons fait voir, de déterminer ses valeurs depuis 
* =;= I jusqu'à a = 00 . 

On peut remarquer que si dans l'équation précédente 

Jii fait a == -? on obtient 

(r - ) = 71 i d'où r -- = v'^ i 
2/ 2 
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ainsi 



I X ^e"' dx ■=. sJTt. 
Jo 

Posant X =J*5 il vient 

Jf*CC _ /»oc _ 

t'-/' (ij- = v^TT, OU 1 er-/* djr = ^it, 
O J — 00 

comme nous l'avions trouvé déjà par d'autres procédés. 

121. Les intégrales de première espèce peuvent se ra- 
mener à celles de seconde 5 ce qui est avantageux en ce que 
celles-ci ne dépendent que d'une seule variable a, tandis 
que les autres dépendent de deux variables p et q. 

L'intégrale I x''~*(i* — .rV~* ^/x devient, en posant 






X 



yP-^djr 



dont la valeur est , d'après une formule du numéro pï*c- 
cédent, 

on a donc l'équation suivante 



X 






formule très-simple qui servira à exprimer les fonction 
de première espèce, au moyen des fonctions F. 
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122. Si roii multiplie membre à membre les clenv 
équations 



I \ieiit 









M comme le second membre ne change pas /quand on 
•hange l'une dans l'autre deux quelconques des lettres 
75 q^ /, il en sera de même du premier membre, et l'on 
lura 

{p^ 9) (p + 7> '') = {py {p ■+- '•> y) = (^ 9) (7 + '^P}y 

ze qui est une des propriété^ fondamentales des fonctions 

123. Supposons maintenant que les deux nombres/; et 
7 soient égaux dans la fonction (/?, 9) ^ on aura alors 

(a,a)= I x«- '(1 — *')«-' r/^. 
Jo 

Posons X = - (i -I- j ) , il viendra 

Taisons ensuite j^* = z , d'où rfv = — r ' ^" obtiendra 

I r' -■■- ' » /' \ 
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ou^ en remplaçant les fonctioDs (p- q) par leurs valeurs 
au moyen des fonctions F, 

r( a)r(g) __ Ti^)Yia) 
T{ia) ~2'— 'r{i-+-c ' 

d'où l'on tire, en observant que T ( - j = ir' , 

2-'-7r^r(2ii;=r(a)r(^-f.iV 

ce qui constitue une nouvelle propriété générale des fo0^' 
lions r. 

Nous bornerons là ce que nous avions à dire des inlC^^ 
grales eulériennes , et nous renverrons pour plus de A-^ 
tails aux Exercices de Calcul intégral de Legcndre. 



INTiOBATION DES ÉQUATIONS OIFFEAENTIELLES. l85 



CHAPITRE XVIII. 

iXPUESSlON d'une fonction PÉRIODIQUE ARBITRAIRE 

EN SÉRIE TRIGONOMÉTRIQUE, AU MOYEN 

d'intégrales* DÉFINIES. 



124. Les applicalious de l'analyse aux pliénomènes 
hysiques ont conduit à la reclicrclie du développement 
^ime fonction quelconque en séries, dont les différents 
jrmcs étaient proportionnels aux'sinus ou cosinus des 
-iiltiples de la variable. 

Cest le problème des cordjes vibrantes qui a donné lieu 
la première question de ce genre. Daniel Bernoulli re- 
'ésentait Tétat initial de la corde par une série trigo- 
>iné trique dont il ne déterminait pas les coefficients, 
ixler en donna l'expression au moyen d'intégrales défi- 
es; mais c'est principalement à Lagrange et à Fou- 
sr que l'on doit d'avoir fixé le sens exact de ces for- 
oJes. 

-Avant de donner la démonstration rigoureuse, nous 
mmencerons avec Euler par celle qui se présente le plus 
Lturellement, et qui est fondée sur la méthode des coef- 
îîents indéterminés. Soit F (x) une fonction quelconque 
• a:, et posons 

¥^(x) = B -f-(A, sino: -f- B, cos^) -H- . . 
-f- ( A;„ sin mx -f- B;„ ces mx) -f- . . . • 

maintenant on veut déterminer le coefficient A,„ de 
^mx, il suffira de multiplier los deux membres par 



'^ - - "r- .. :i:-*- :. -L . z^ rr?. avaiit pour 



-\,. :. - ■:■- ! OG : 






4, — îli = -1 i F -r siDfftx/^. 

tî fiUf. *:Âr.:pii.i li- C:? de m = o. «jui ilomiP 

b = — / F r ,û , 

pâJMrfjur: . 

"• .: -r- ^*T 

I cos-nixtl^ = îT 

f^iiii louifca 1» ' \.'il(iirs entières Je wi, excepté o, q^^ 



rfl-T- 2- 



On ionnail de ceLl*' inaiiièro les valeurs des eoefficient^ 
'|ijamJ le développemeiit est possible^ mais il est essctt^ 
l'u'ï de dél« rmitier les eoiidilioiis de sa possibilité ri \^ 
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imites entre lesquelles la fonction est représentée par 
:ette série essentiellement périodique. 

C'est pour cela que, regardant ce qui précède comme 
me simple induction, nous allons déterminer rigoureu- 
ement ce que représente une pareille série. 

125. Si l'on désigne par u un arc quelconque, on sait 
}ue l'on a 



sin(/?iH-^)M 
-j- ces u 4- ces SX M + ces 3 « 4- . • • 4- ces mu = — -—, — ; — ■— • 



Changeons u- en x — a , multiplions par une fonction 
rbi traire F (a) et intégrons, par rapport à a, entre deux 
mites quelconques a Ql h\ nous aurons 

j F(a)^a-H j F (a) cos(x— a) f^aH- I F(a) ces 2(r — a)rfa 4-, . 
'^i Ja Ja 

^ ^ ' a,/, ' sini(.r-a) 

sm(oi + i-)(a— x) ^^ 
sin^a — x) 



U>-^' 



n voit que rien ne serait changé dans les deux membres 
l'on augmentait x d'un multiple quelconque, positif ou 
^galif, de 2 7r, et que, par conséquent, ils représentent 
^ e fonction périodique dont la période est 2 7t, quel que 
'i-t d'ailleurs le nombre entier m. Or, lorsqu'on fait 
'ciître ce nombre indéfiniment , le second membre tend 
-ï's une limite qu'il est facile de déterminer, et le premier 
cïmbre sera le développement en série, de la fonction 
^î exprime cette limite. 

On remarquera que l'on peut se borner à considérer 
-S valeurs de a inflniment voisines de celles qui reiideni 
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siii- (a — x) = o, Ml «juc riutc^ialc Iciulru il vers zéro, 

à mcsiiro que m auginoiilerait , pour tout iiUervallc dans 

lequel sin - (a — x) resterait uue quautité finie. 

En ellet, lorsque ni est devenu cxlremement graud, 

lm-\ — ) (a — .x) \ ari(î de 2 tt quand a varie de la quaii- 

• ^ A . 2 7r , «Il 

me extrêmement petite : : dans cet intervalle, 

^ /// 4- 7 

¥(x) . ., , ,. 

— — ^ ne varie pas sensiblement , tandis que 



sin Y (a — X 

j sin ( /// -f- - j [x — a) doc est zéro. D'où il suit que tous 

les éléments de Tinlégiale, eorrespoudants aux élémenls 

infiniment petits — —r de la variable ce , sont infiniment 

petits par rapport à rcs deinîcrs; et par conséquent Tin- 

téiifrale i)rise dans un intervalle où -; — . , ' — , reste fini» 

tend vers zéro, a mesure que m augmente indéfiniment. Ou 
peut donc se borner à considérer les valeurs de a qui diflt" 

rent infiniment peu de celles qui rendent sin- (a — x) ==0, 
et qui sont les suivantes : 

Soit X une valeur quelconque comprise entre a et t, ^^ 
supposons que b — a soit tout au plus égal à 27:5 on con- 
sidérera seulemenl les \ aleurs infiniment pL'tites de a— ^i 

on pourra alors remplacer sin -(a — x) [niv -(a— i)» 
et le second membre do réc[uation (1) devient 

(2) I II k. ------ - — ^ r/( / -. .ri, 
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tant infiniment petit-, ou, en faisant a — x = (jD, 
1 F(x-+-w) — i ^-^—dtù, 

F (a) est continue dans le voisinage de x, on pourra 
aplacerF(a? + ft)) par F (a:), et Ton aura seulement 






s\n{m -4- 7)w , 



celte intégrale n'ayant de valeur sensible que pour des 
eurs infiniment petites de w, lorsque m croît indéfini- 
nt, on peut, sans inconvénient, étendre ses limites 
qu'à — 00 et -J-oo , ce qui facilite l'intégration, et l'on 
uve pour résultat tt. La 4imitejJu second membre étant 
(a:), on a la formule suivante : 

7rF(j7)=:i r F(a)rfa-H51 / F(a)cosw (x — a)rfa, 

donne le développement de F (x) suivant une série 
it le terme général est de la forme 

A« sin mx + Bn cos mx. 

lous reste à faire quelques observations propres à en 
r le véritable sens. 

26. Si l'on donne à x une valeur telle qu'entre a elb 
e tombe aucune des valeurs renfermées dans l'expres- 
i x± aÂTT, A étant un nombre entier quelconque qui 
l être zéro, l'intégrale (2) est nulle, et la série a pour 
ite zéro, pour cette valeur de x. Le lieu (|ui aurait 
roidonnée le second membre de l'cquation (4)» divisé 
TT, se composerait donc d'alioid du lien de l'éciuadon 
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y =1 F {x) entre x = a vi x = b^ reproduit indéfiniment 
dans les deux sens de Taxe des x, de telle sorte que les 
points correspondants seraient distants les uns des autres 
de iT.\ et, en outre, de toutes les parties de l'axe des x 
comprises entre ces courbes successives. 

Si rintervalle b — a est égal à 27:, le lieu y = F(x), 
construit entre x =: a et x = h, se reproduit à la suite 
de lui-mùine indéfiniment, et tous les points correspon- 
dants seront distants de 271. 

127. Si a: est égal à une des limites de T intégration, 
à a par exemple, Fintervalle b — a étant encore égal à 
air, l'intégrale (2) ne sera prise qu'entre o et +6, quand« 

sera dans Je voisinage de a, ce qui donnera -F(a). Mais 

quand a sera dans le voisinage-dé i, qui est égal àa+âir, 

sin - (a — x) sera encore infiniment petit*, et si l'on pose 

a = a -h 27r — o), on aura 

. i , . . w 

sm-(a — J7) = sm-9 
2 ^ 2 

qu'on remplacera encore par — On aura ainsi une noiE— 

velle intégrale qui sera égale à - F (i) ; d'où l'on voit que^^^ 

lorsqu'on donne à x une valeur égale à l'une quelconqi^*- 
des limites de l'intégration , la série donne la demi-somii^ 
des valeurs de F(x) relatives aux deux limites. 

128. Si poui' une valeur de x comprise entre a et 5^ 
F(j:) n'est paâ continue, et passe brusquement de la vi- ^ 
leur W2 à la valeur n, il faudra dans l'intégrale (3) sup-^ 
poser F (a:) = m entre — s et o, et F [x] = n entre ^^ 

+ 6, ce qui donnera pour résultat -(m-|-/^). Ainsi, pour 
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iiie valeur de X qui rend F (x) diseoiilinue, la série donne 
a demi-somme des valeurs de F(x) qui correspondent à 
îette même valeur de j:.. 

129. Nous avons supposé que la différence des limites 
ï, b était tout au plus égale à !i7t. Voyons ce (jui arrive- 
'ait si cette différence était plus grande que 2 7r, et que 
a fonction F (a) fût donnée arbitrairement dans cette 
îtendue : supposons , pour fixer les idées , que Ton ait 
b — a = 27r*-h 5, d étant plus petit que 27r. Pour toute 

k^aleur de x comprise entre a et a-j-cî, sin-(a — x) 

deviendra nul pour a = a: et pour a = 27r -f-x; on aura 

donc à considérer dans l'intégrale j les valeurs de a 

dans le voisinage de j? et de sti -h x, et, par conséquent, 
on trouvera pour valeur de cette intégrale relative à ces 
valeurs de x, 

7r[F(x)-hF(^-h 27r)]; 

[e même pour toute valeur de x comprise entre t — ^ 
t ft, on trouverait pour valeur de l'intégrale, 

7r[F(x) -+-F(a:— 27r)]. 

Our les autres valeurs de x comprises entre a et i, l'in- 
^grale aurait simplement pour valeur F(x). On voit ce 
^ii arriverait si b — a renfermait un nombre quelconque 
^ fois 2 7r, et que la fonction F («) fût donnée dans toute 
^t.te étendue. Ce n'est donc qu'en prenant 271 pour dîffé- 
^nce des limites de l'intégration, que la série représen- 
^ra la fonction elle-même F (x) pour toute valeur de x 
'Comprise entre ces limites. Dans tous les cas, la fonction 
^«îprésenlée par la série aurait pour période 27:. 

Si la fonction F (a) est périodique, que 27r soit rélen- 
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due de la période, et que h — a soit un multiple de air, 
la série représentera évidemment 7rF(a:), multiplié par 
le nombre de fois que b — a contient 2 7r; en divisant 
donc par ce nombre, on aurait encore 7rF(x) comme si- 
Ton avait intégré entre a et a -+- 2 7r. 

130. Si Ton suppose a = o, J = 27r, la formule (4^ 
donne, en divisant par tt, 

ï r^ I «71^ r^^ ' 

(5) F(x) = — / F(a)^a-h->- / F(a)coS7w(ar — a)rfa. 
Si Ton fait a= — 7r,è = -4-7r, on obtient 

(6) F [x) =— / F(a) ^a 4--2] / F(a)cos/ii(x— a)rfa. 

On peut ainsi développer en une série qui procède suivant 
les sinus et cosinus des multiples de x^ une portion d'un^ 
fonction quelconque F [x) comprise entre x=o^x=- air, 
ouj:= — 7r,a: = -4-7r, cl qui peuvent se composer elles- 
mômes de plusieurs parties appartenant à des fonctions de 
formes tout à fait différentes. Mais cette portion se repro- 
duit indéfiniment dans les deux sens 5 de sorte que, pour 
les valeurs de x en dehors de ces limites, la série n'a aucun 
rapport avec les valeurs que prendrait F(x), d'après la 
forme de cette fonction. Si, par exemple, y = F (r) repré- 
sente une parabole, la série, à mesure que x croîtra posi- 
tivement ou négativement, reproduira périodiquement 
Tare de cette parabole compris entre a: = — tt, a: = 7r,eL 
nullement la parabole indéfinie. 

131 . On peut donner plus de généralité aux formules (5) 
et (6), en supposant que la fonction à développer est don- 
née dans un intervalle quelconque 2/ au lieu de 27r. 

Or, si l'on fait .r = — 5 et a = — -> les formules eu 
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lion donneroiii 

n représentant F ( -y j par f {2), qui sera une fonction 

Lraire de z, connue entre o et 2/, ou entre -^/ et -f- /, 
tnplaçant z par la lettre a:, qui est plus généralement 
loyée, on aura les deux formules suivantes : 






7r(^ — a) 
a) ces m aa , 



-HyJ^ I ç(a)cos/w ^ ^£/a. 

l2. Si la fonction ç (x) est telle que Ton ait 

^tiendra 

(p ( a) sm m — aa = o, 

(p(a)cos/w — «a=2 I ç(a)cOS/7i — ^a; 

n. i3 
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la lorîiuilr (8) doirni alors 
f< V ) 

cl di' nii'jne la formule (6) donnera 

(lo) I "" "^ 

f H — ^ \^ cos/;/j: I y (a) cos m xricc. 

133. Si l'on a\ait , au contraire, (f { — x) = — (p(j), 
il en résulterait 



7ra 

) cos/w -- dy. =. o, 



la formule (8) se réduirait à celle-ci 

(il) Çl-^/'^^^V^ sinw— I ç(ajsin w — - «a, 

cl la formule (6) à la suivante 

^ ^"^^ «/o 

Exemples tlhwrs. 

Mil. Proposous-nous d'abord de développer eu &^'^'^^' 
irigonoinétiique une fonction qui est égale à une con- 
stante entre o: = o , x = l^ et à la même constante chan- 
i^ce désigne, entre .r = o, x= — /. Il suffira évidem- 
ment de prendre cette constante égale a l'unité, et lo» 
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ssera ensuite* à toute autre valeur par une simple mul- 

iHcation. 

Nous supposerons donc <p (x) = i dans la formulé (ii), 

nous aurons 

2 ^S^ . mitx r . TTOL , 2^r^l — cos/wtt . iix 
= T > sin ■ . I smm -—aa=-> • — sm/w - 



1 ■ . I smm-—aa=->- 



', pour m paîr^ i-»— coswtt == 05 et pour m impair, 
— cos mît = 2 5 d'où l'on conclut 

4 / . îtj: I . _ ttj: 1 . ^ttj: \ 

.=_|^sm- + 5sm3- + gsin5-+...j; 

qui est la formule demandée. La fonction indéfinie est 
piodique, et l'amplitude de la période est il, 

135. Développons maintenant la fonction qui serait 
lie à X entre les limites — -l et -{- L 
Comme on a alors (f ( — x) = — ç (or) , il faut faire 
âge de la forélule (11), et l'on trouvera 

) X = --y sinm -— I y. smni -- rfa, 

, en eOectuant l'intégration , 



2/ / . nx I . nx I . ^TX I . ,7rx 

Î-- sm2-— -f--sm3-; — ^7 sm4--— 

/2 /3 l ^ l 



ais si l'on voulait que la fonction fût égale à Xy entre o 
i, et à —0? entre o et — /, on aurait (p ( — x) = g> (^), 
il faudrait employer la formule (9). On aurait alors 

•r=-- I a^a-f-7 >, cosm-— I acosw-— rfa, 
II, en effectuant Tes intégrations , 

i3. 



li)^ LIVRE IV. 

C«;s <l<*u\ loiiimhs (u), (/>) lopivsciilein la mrine va- 
leur .r enlrro cl /, mais elles ont des \aleurs éi^ales eldo 
signes contraires entre o et — / : cUiîs ont (Failleurs l'une 
(M Taiitre 1 1 [)Our période. 

On voit par là que les lieux dont ces développcmenis 
seraient les -ordonnées auraient des parties de longueur 
(înic qui coïni ideraienl, et d'autres parties qui seraient 
dîlïérentes pom^ l'un et T autre. 

130. Cherchons maintenant l'expression en série de 
Vordonnée du trapèze isocèle AMjNB, dont la base AB 
est égale à tt , et qui est tel que depuis A jusqu'à Tabscisse 
AP = a, onaitj''=a:5 depuis P jusqu'à Q, yzr^a.^ cl 
depuis Q jusqu'à B, y = tt — x. Supposons , de plus, que 
Von ait (p ( — x) = — (j> (j:)'entre — tt et + TT. 

Il faut, dans ce cas , faire usage de la formule (la), et 
l'on trouvera , toute réduction faite , pour expression de 
l'ordonnée y dé ce contour, 



sinasinj;-j- — sin3asin3a:-|- ^^sinSasinSj^- 



Si l'on suppose a = -, le trapèze se réduit à un triangle 
isocèle AOB , et ré({ualion de cette ligne brisée sera 

4 / I . o ^ ^ ï ■ \ 

r = - Lr — — sm 3 07 -h •— sm 5 j: sin 7 x -h . . . • 

TT \ 3' S'-* 7 / 
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CHAPITRE XIX. 



KXrRESSION d'une FONCTION ARIUI KAllU:, NON 

l'ÉlllODlQUfc:, AU MOYEN DES IlNTÉGBALES 

DÉFINIES. 



137. La formule (8) icprésenlanl une fouclion arbi- 
traire entre x=^ - — Ivlx^^l^W suilira de faire croître / 
iiidéfiuiuient et de passer à la limite, pour avoir Texpres- 
sion d'uuè fomliou quelcouque depuis x = — oo jusqu'à 
r = 00 . 

Nous allons montrer comment le signe ^ se ihaut»*! 

alors en un signe d'intégration dans les formult*s précé- 
dentes. 

Nous supposerons, pour évilcr loute dillicullé, cjne ç (x) 
ne devienne jamais infini , et soit nul pour oî = — oo et 
a: = 00 5 de sorte que la courbe représentée par j^ = (p ( x) 
finit par s'approcher indéfiniment de Taxe des.r, lors- 
que a? croit indéfiniment, soit positivement, soit négati- 
vement. 

Le premier terme du second membre de ré([ualion (8), 

— / qp (a) rfa, tendia vers zéro lorsque /croîtra sans 

limite, et il suffira de considérer la seconde [>arlie de ce 
même membre, qui peut être écrite comme il stjit, on 



i3. 
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posaut ^ = £ ; 
- f o a C05£ fx — atr/at-i i o'acos^s'x — xelz-^.. 






Or. si Ton fait int =p, ou peut regarder /i comme une 
variable à larpielle oa donne su< cessivement des accroisse- 
menls égaux à £ daus la fonction générale 

> . / 
I o -, a '; cos/? [x — a ' f/a ; 

et en multipliant , pour chaque valeur de /^ cette fonction 
par raccroissemcnt dey^. la somme de tous ces éléments 
depuis p = G jusqu'à p infini ne sera autre chose que Tex- 
pression (i3) multipliée par 7:. Sî maintenant on fait croî- 
tre / indéfiniment, e tendra vers zéro, et la somme (i3) 
tendra vers l'intégrale 

*' Jo J — oe 

L'équalîon (8) conduit donc ainsi à la sui\ante : 

(i4) «p(.r)=:-- / dp \ ç(a)cos/?(a: — îc)rf«,. 

^ Jo «/—oc 

ou, en prenant pour limites de p^ — 00 el -h oo , ce qui 
double l'intégrale, 

(i5) (j»(x)r=-î- / dpi '^{cc)cosp{x^u]d:zi 

et ces formules oui lieu pour toutes les valeurs de a:, de- 
puis — t» jusqu'à -h 00 . 
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Elles ne diffèrent pas de celle que nous avons démon- 
trée primitivement. 

i 38. Dans le cas où cf ( — x) = rf[x) ,• on a 

yf»CO 

• I (j) (.a ) sin /-> a r/ a = o , 

*/ — oc 

ç(a) cos/>ar/a = 2 I <p (a) co:>/>ar/a , 

-CO t/o 

et les formules (i4) cl (i5) se réduisent à ceilcHi : 

(16) <p (4:) = — I dpcospx I y(a) cos/^ar/a. 

Si l'on a, au contraire, op ( — x) = — ^ {^') -> ^^^^ trouvera 

(17) y(a:) = - f dpsu\j?x I cp (al sin/>a<^/a; 

et réciproquement, si Ton emploie les formules (16) 
ou (17), le second membre se formera par les viileurs 
de-^ (x) relatives à x positif 5 et quelles c|ue soient les va- 
leurs de (p ( — x) d'après la nature de la fonction ç, les 
formules donneront pour x négatif, ç [x) pour la pre- 
mière, et — 9 (•^) pour la seconde. . 

Toutes ces formules, qui servent à représenter des fonc^ 
tiens entièrement arbitraires, données entre les limites 
finies ou infinies de la variable, sont de la plus grande 
utilité dans les applications de l'analyse aux questions de 
physique ou de mécanique moléculaire. 

Si Ton avait à exprimer dune manière analogue une 
fonction de deux variables x et j^, on la considérerait d'a- 
bord comme fonction de x, j* étant traité comme une 
constante, et l'on ferait usage des formules ci-dessus. La 
fonction 9 (ex) contiendrait alors y et pourrait, par c(însc- 
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quent, s'exprimer par les mêmes formules, ce qui doi 
blerait le nombre des signes d'intégration ou de somi 
tien ; et Ton agirait dt; la même manière pour un nômba 
quetcoîirpie de variables. 

139. Exemples, ('oiisidêroiis maintenant des fonction 
données depuis x =^ — oo jus(ju à x = oo . 

Supi)OSons que l'on doive avoir y = e""', depuis x = 
jusqu'à j: = 00 , el^ = ^^', depuis x=o jusqu'à x= — 
on aura alors la condition ç ( — x) = çp(x) , et il faucl 
faire irsage de la formule (i6). EU*- «lonnera 



j = - I f/pcofip.r j t: ^ cas pu d a 



Or 



£ 



e cii^poLa-j. r- 



A»" 



on aura donc 



21 / cos px d/j 



El, en effet, nous avons déjà eu occasion de reconnaîtra 
<pie cetU; expression est équivalente à e"' quand x est po - 
sitif, et à e* ([uand x est négatif. 

140. Terminons ces exemples par le cas d'une fonctio* 
qui soit égale n Tunité pour toutes les valeurs de x cou 
prises entre — i <;t -f- 1 , et nulle pour toute autre vale 
de X. 

On a, dans ce cas, f ( — x) = (f [x)^ et Ton aura reco 
à la formule (i 6). 

Or, la fonction étant nulle depuis x=- 1 jusqu'à xz= 
l'intégration donnera zéro dans toute cette étendue 
par conséquent, il suffît de la considérer entre les lim 
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et I 5 ce qui donnera 



y=- l dpcospx I cospadcc; 



et comme on a 



ou en conclura 



I cos/?a«x= î 



2 r sin pcos/w: , 

r = - / ^^(/^; 

et l'on a ainsi une expression qui est égale à i pour toute 
valeur de x entre — i et -+- 1, et égale à zéro pour toute 
valeur de x en dehors de ces limites. Il est d'ailleurs facile 
d'en faire la vérification. En effet, on a 

Jo P Jo P Jo P ' 

Or, si l'on aa:> i, les deux intégrales qui entrent dans 

le second membre sont égales à -» et les deux termes se 

détruisent. Ils se détruisent de même si x <[ — i ; ce qui 

prouve d'abord que l'intégrale en question est nulle pour 

toute valeur de x qui est en dehors des limites — i et -+- 1 . 

Si maintenant x est entre — i et 4- i , les deux termes 

s'ajoutent et donnent pour somme -? d'où résulte j^ = i ; 

ce qu'il faHait vérifier. 



LIVRB IV. 



(0 



CHAPITRE XX. 

INTÉGUATION DKS ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENTIELLES 
PARTIELLES. 



141. ISous avons vu commciil on peut délenniner une 
fonclion de plusieurs variables indépendantes, lorsque 
Ton connaît ses dérivées partielles du premier ordre par 
rapport à chaque variable, tant au moyen de ces variables 
que de la fonclion elle-même. Nous allons supposer main- 
tenant que l'on donne seulement une équation où entrent 
ces dérivées partielles d'un ordre quelconque. 

Considérons une équation renfermant d'une manière 
quelconque les deux variables indépendantes x, j^, la fonc- 
tion z et tontes ses dérivées partielles qui ne dépassent 
pas Tordre m \ elle pourra se mettre sous la forme. 



fI-^j/j^» 



dz d'z 


d"'z dz \lx 


dz 


tP'z 


Ix dx-"'* 


daf^ dy dy 


dx' 


' dy'. 



=:fl 



En considérant z comme fonction de j:, on peut le dé- 
velopper par la formule de Taylor, ou par celle de Ma- 
claurin, que nous emploierons comme la plus simple. 

L'équation (i) donnera la valeur de -y-;^ en fonction de 

x^y^ z et des autres dérivées, dans lesquelles il y aura tout 
au plus m — I différent! alions par rapport à x\ En diffé- 

reutiaut la valeur de -— par rapport a x^ on aura ^^ ;; 

d"* z ^ . 
et son expression renfermera -—5 ainsi que sa dérivée par 
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apport ày. Mais si Ton n»niot , au lîcu de - — > sa valc^iir 

irée de (i), on n'aura plus de dérivée qui dépasse l'ordre 
1 — I par rapport à .r. Kn continuant ainsi indéfiniment, 
n aura toutes les dérivées partielles par rapport à x. 
epuîs la m*^"*' jusqu'à riiiiîni , exprimées au moyen 

c x,y^ «, ;t- V? i-^iTi^ ^^ de leurs dérivées par rapport 

y seulement. 

Il s'agit maintenant d'obtenir les valeurs de loutes les 
orîvées par rapporl à x, ([uand on y fait j: = o, ee qui les 
end fonctions de y seulement. Pour ctda, on observera 
[u'cii faisant x=o dans une fonction de x et 7', et diffé- 
■entîant par rapport à j, on a le même résultat qu'en dif- 

ercntiant d abord, puis laisant j:=o; ainsi , „ , . > 
' ^ ' dxPdyi 

lans lequel on fait j: = o, est identique avec — ^- — i^ 

en désignant par ( -^ — } ce que devient-r--^ quand on y fait 

x= o. Il suit de là que icmtes les dérivé(\s de z par rapport 
à X, dans lesquelles on fera x = o, se déduisent de z et des 
m — I premièrCv^, et des dérivées que donnent ces m fonc- 
tions de )• par rapporta y. D'ailleurs, lY^jualion proposée 
laisse arbitraires ces m fonctions, et ne détermine i[ue les 
suivantes. On pourra donc effectuer le développement de z 
par rapport à x comme il suit : 



1.2 I .:>..../;/ ■ 



Y, Yi,..., Y„,_i élantdes fonctions entièrement arbitr<iires 
de jr> Et l'on pourrait démontrer à posteriori, comme 
dans le cas des équations différentielles, «jue ce dévelop- 
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pemeiit donuc identiquement la même valeur pour -j^ 
que réqualion (i). 

142. Si au Heu de deux variables indépeiidautes, ou en 
avTail un nombre n quelconque, on pourrait toujours sup- 
[K)Sor la fonction développée par rapport aux puissances du 
X'^ il n'y aurait de différence qu'en ce que Y, Yi,.«.} Y„_, 
désigneraient des fonctions arbitraires de toutes les varia- 
bles indépendantes, excepté x» 

143. Réciproquement, on sera assuré d'avoir Tin- 
tégrale générale d'une équation comme celle que nous 
considérons, lorsque la fonction et ses m — i premières 
dérivées par rapport à x^ dans lesquelles on fera a:=o, 
pourront être égalées à des fonctions entièrement arbi- 
traires de toutes les variables indépendantes, excepté x; 
car, puisque l'intégrale donnée satisfait à T équation pro- 
posée, tous les termes de son développement, à partir 
du m'^'"*, se déduisent des m premiers, de la même ma- 
nière que dans le développement de Finlégrale générale. 
Or ces m prenders sont identiques dans les deux déve- 
loppements^ donc tous les autres \e sont, et la fonction 
donnée ne diffère pas de Finlégrale générale. 

444. Nous avons supposé Téquaiion du ni'^""' ordre 
complète-, mais il sufGt évidemment, pour que nos raison- 
nements subsistent, qu'en la résolvant par rapport au 
coefficient différentiel de l'ordre le plus élevé de la fonc- 
tion, pris par rapport à une variable seulement, il n'entre 
> dans son expression aucune quantité où il se trouve un 
nombre aussi grand de différent! a lions par rapport à la 
même variable. Dans le cas particulier où cette circon- 
stance ne se présenterait relativement a aucune des va- 
riables, lu développement ne pourrait plus se faire delà 
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même manière, et nous nous écarterions de l'objet de ce 
cours en nous en occupant d'une manière générale. 

145. Si les coefficients différentiels les plus élevés par 
rapport à x ely ne sont pas du même ordre, le dévelop- 
pejnent ne renfermera pas le même nombre de fonctions 
arbitraires., si oii l'ordonne successivement par rapport 
à des variables différentes 5 mais ces fonctions ne ren- 
ferment pas les mêmes variables, et tous ces développe- 
ments sont au fond identiques, puisqu'ils représentent 
tous la fonction la plus générale qui satisfasse à la même 
équation. 

146. Lorsqu'il n'entre que des dérivées prises par rap- 
port à une des variables, on regardera toutes les autres 
comme des constantes, et l'on aura à intégrer une équa- 
tion différentielle à deux variables. Les constantes intro- 
duites par cette intégration seront considérées comme des 
fonctions arbitraires des variables que Ton avait regar- 
dées comme constantes. 

Soit, par exemple, 

on aura 

e = Yh- Y, a: -h ... H- Y„«, x«-» -f-' <p (x, y) , 

î (x,y) étant la fonction que l'on obtiendra en inté- 
grant m fois F (or, y ) par rapport à x, et Y,. . . ,Y,„-., étant 
des fonctions arbitraires de j. 

147. Considérons maintenant Téquation 
qui rentre dans le cas où nous avons dit qu'on ne pouvait 



ao6 LIVRK IV. • 

effectue r le dévelop^jeineiit par rapport aux puissances 
de l'une des variables. 

Si Ton pose -— = i/, ou aura 



d\)ù 

/^=::::Y-4-Y, 0:4- • • • H" Y«_.Ji-™ 






IuU%rniU maintenant n fois par rapport àj, et observant 
([u à chaque intégration totale il faut ajouter une seule 
fonclioîi arbitraire de j?, et que les intégrales de Y, ... , Y„_i 
seront de nouvelles fonctions arbitraires de y, on aura 

-f- X -+- X.jr 4- . . . -H X„-., j«-'. 

On voit que ce développement renferme des fonctions ar- 
bitraires de chacune des variables séparément. 

148. Appliquons la formule de Maclaurin à l'intégra- 
tion deré(|uation très-simple 

dz __ ch 
(l.r dy 

On en tire, en différenlianl par rapport à x, 

d — 
d'z __ d^z dx ^d^z 

d.v'^ djrdy dy dy"* 

d'z_^ ^d'z 



d^' ~~~ " ^/7"' ' 
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donc 



dy df^ 1.2 dy^ i . 2 . . , /w 

Or le second membre représenle le dévcloppenient de 
la fonction dej^ représentée par Zo, et dans laquelle on 
eliange y eiij^4- ax. Comme d'ailleurs ^o ^'st une fonc- 
tion arbitraire F(j^), on aura, pour Tinlégrale chercliée, 

On trouve ainsi une fonction arbitraire renfermant 
deux variables, mais d'une manière déterminée; ce n'est 
donc pas une fonction arbitraire par rapport aux deux 
variables. 

Équations linéaires aux dijfèrentielles partielles. 

149. Lorsque l'équation linéaire ne renferme pas de 
terme indépendant (Je z et de ses dérivées, il est facile de 
voir que la somme d'un nombre quelconque d'intégrales 
j3articulières satisfait encore à la même équation. 

Lorsque, de plus, les coefficients sont constants, on y 
satisfait par des expressions analogues à celles que Ton a 
trouvées dans les équations différentielles. 

Si Ton considère , par exemple, une équation de Tordre 
m , renfermant la fonction z et ses dérivées par rapport 
à X ety , multipliées par des constantes , on pourra poser 
z = Ce*^'*"^-^5 r exponentielle disparaîtra, ainsi que C, 
par la substitution dans l'équation donnée , et il restera 
une équation du tti"'"* degré entre a et 6. Elle pourra 
donner m valeurs de 6 en fonction de a ; si Ton en dé- 
signe une par 9 (a) 9 on aura une solution de l'équation. 
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on posant 

Les quantités « et C peuvent changer d^une manière quel- 
conque en passant d'un terme à l'autre de cette somme, et 
le nombre des termes est entièrement arbitraire ; s'il est 
infini , et que C soi t fini , on a une série 5 mais si C est infi- 
niment petit, et de la forme F (a)da^ F désignant une 
fonction arbitraire, on aune intégrale prise par rapport 

à a. La valeur de z est alors z = l F (a) e"'"^-^^ ^^^ da, 
et renfermera une fonction arbitraire. 

150. Lorsque les valeurs de 6 sont toutes linéaires par 
rapport à a, c'est-à-Klire quand on a 6 = aa -h i, il est 
facile d'exprimer, sous forme finie, l'intégrale générale 
de l'équation.. 

En effet , une des valeurs de S donnera la série 

Or, C et a étant arbitraires, \* Czi** représente une fonc- 
tion quelconque de u; donc ^ Ce" i^-^^) représente une 

fonction arbitraire de e*"*"'*^, et, par suite, de x -4- ay. Si 
on la désigne par F [x-h^y) , et qu'on raisonne sembla- ^ 
blcment pour les m valeurs de 6 , on aura , en ajoutant 
ces m solutions , 

z = c^ F (j: -H flj) -H e*'/ F, (x -h «,7) -f- . . . 
-h c*«-irF;„«, {X -f- âfm-,r). 

Celle expression renferme m fonctions arbitraires telles 
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que , si Ton développait par rapport aux puissances de x , 
les m premiers coefficients pourraient généralement être 
égalés à des fonctions arbitraires de y. Elle représente 
donc l'intégrale générale. 

151. Appliquons cette méthode à Téquation 

qui détermine les mouvements vibratoires , soit des cordes 
élastiques, soit de l'air dans les tuyaux cylindriques, soit 
des verges dans le sens de leur longueur. 
On posera z = Ce"*^ "^j et l'on aura 

a'— rt»6»=:0, d'où a = ±«6; 
par suite , 

z=2c^<^(^-^^*), et z^'^C^e^^r-ar)^ 

L'intégrale générale est donc 

3 = F ( jr -f- «^) •+- F, (r — «^). 

Les fonctions F, F- se détermineront facilement si Ton 

ffz 
connaît z, — pour x = o. 

Soient, en effet, 



^.=/(^)' (£)='(^)^ 



les fonctions F et Fi devront satisfaire aux deux condi- 
lions 

Intégrons les deux membres de la dernière, et représcn- 
IL «4 
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tons 1 ^{y)àjr par ^ (y) , nous obtiendrons 

F(r)-F.(r) = ^+b) + c, 

C désignant une constante arbitraire. On tire de ces équa- 
tions 

«F(r)=/(r) + i4(r)+C, 

2F.(/)=/(j)-i + (j')-C; 

la valeur générale de Zy satisfaisant à toutes les condi- 
tions, sera donc 

f(jr H- ax) -+-/(r — ax) ^ ( r -hax)-^ + (r — «•») 
2 aa 
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CHAPITRE XXL 

INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 

PARTIELLES LINÉAIRES, PAR LE MOYEN 

DES INTÉGRALES DÉFINIES. 



152. Nous ayons dit tout à l'heure comment, en par- 
tant d'intégrale» particulières, on pouvait en obtenir de 
plus générales, renfermant des fonctions arbitraires, et 
. exprimées par des intégrales prises par rapport à des 
variables différentes de celles qui entrent dans l'équation 
proposée. Le choix que Ton doit faire pour la forme des 
intégrales particulières doit être tel, que les fonctions 
arbitraires que l'on aura introduites puissent se détermi- 
ner facilement au moyen des données ] et ces données sont 
ordinairement les valeurs que reçoivent la variable prin- 
cipale et quelques-unes de ses dérivées par rapport à une 
des variables indépendantes, lorsque Ton donne à cette 
dernière une valeur particulière. 

Considérons , comme premier exemple . F équation 

dz d^z 

qui détermine le mouvement de la chaleur dans une barre 
prismatique , dont la surface latérale est imperméable. 

La question sera entièrement déterminée, d'après ce 
que nous avons vu,- si l'on connaît la valeur de z relative 
a x = o. Soit donc donné 

(2) z = F(/) pour x=zo. 

On satisfera à l'équation (1) en prenant 

z = €"' CCS mj, 

'4- 
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poui>ii «{ue n = — a- m*. On peul même, au lieade j, 
meure j' — «. puis mullîplier par une constante arbi- 
traire A , ce qui donnera la valeur particulière 

z = A e~*' ■' ' cosm [r — a . 

Faisons croître les constantes arbitraires m et 2 par de- 
grés infiirimcnt petits dm^ dx. et supposons que Â soit 

de la forme 

y(a) il 3. dm ^ 

^désignant une fonction arbitraire; la somme d'un nom- 
bre quelconque de ces solutions infiniment petites sera 
encore une solution. On aura donc ime valeur plus géné- 
rale de z en prenant 

z= j j /{2)f^'^''cosm{x — gi'dmdx, 

les limites des deux intégrales étant arbitraires. 
Or cette valeur de z se réduit , pour x = o , à 



// 



/{ol) ces fft (x — oi)dm doL. 



Donc , si l'on prend — 00 et -h 00 pour limites de ces 
intégrales, on trouvera jwur résultat 2 7r/'(r); ce qui dé- 
termine /!( y ) , puisque , d'après la condition donnée, ou 
devra avoir 

27r/(/) = F(/). 

La valeur de z, qui satisfait à Téquation (i) et à la con- 
dition (2) , sera donc 

/» 00 /• 00 
z=z— \ I F(a)^-«*'»*'cos/w(j — a)rfm«?a, 

et toute valeur de z qui satisferait à ces deux équations 
serait identique avec celle-ci , sous quelque forme qu'elle 
se piésenlàl. Il ne reste plus qu'à chercher si Texpres- 
sion peut être simplifiée. 
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Or on a la formule 

I ç-m* «» ^.(^s 2 /^« r/« = — c ; 

J-oo " 



iFoù il suit 



\y—(^)' 



i V TT ^ a- 



^o»ih'x cosm (j — a) dm = — ._ f 



et , par suite , 

z = —L— r''/\^^yF(a)£/a, 

2 a ^ Jjp c/— oc 



expression qui ne renferme plus qu'une intégrale définie 
simple. 

On peut lui donner une forme plus commode en posant 



\ 2 fl V J? / 



!', d*oii 0L=x±:2a^\/x, 
\ia sjx / 

et 



Si Ton prend les signes supérieurs, les limites de S seront 
les mêmes que celles de a , et Ton aura 



Vtt»/— oo 



(3) ^ = ^ j ^""^ F(j-f.2«6v^^)é/6. 

Si Ton prenait les signes inférieurs, les limites seraient 
renversées, et, en les remettant dans le même ordre, on 
trouverait pour valeur de z , 

roc 
Y ,» ^ — oc 

qui ne difliçre pas de la précédcnlc. vu (|uc c passe par 
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toutes les valeurs }>osiiives el négatives, et que ^~^' ne 
clian^^e pas quand o change de signe. 

La solution générale de la question est donc donnée par 
réfjuation (3). 

153. Soit maintenant 

z étant assujetti à la condition 

(2) 3=:F(/) pour X = o. 

Si l'on pose z = e'"M, Téquation (i) donne 

du ^ d^ a 

d.r fiy'^ 

et la condition (2) conduit à la suivante: 

uz=pF(y) pour x = o. 

La détermination de u se ramène donc au cas précédent, 
el z s'ensuivra. 

154. Intégrons maintenant l'équation 

que nous avons déjà traitée par une- autre méthode, et 
qui se rapporte au problème des cordes vibrantes. Ajou- 
tons-y les deux conditions suivantes, pour déterminer 
les fonctions arbitraires 

(2) r = F(.r) j 

./v \ pour t=:o, 

(3) i=/(^)j 

On satisfera à l'équation (i) en prenant 

r = A cos amt cos m ( .r — a) ^ 
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A^m^ aétaut des constantes arbitraires. On aura une so- 
lution plus générale, en supposant Â = f (a) dm da , et 
int^rant par rapport à a et m entre — oo et -+- oo , y (a) 
désignant une fonction arbitraire. On aura ainsi 

1 (p (a) cosa/nf cos/7i(j7 — a)dmda. 

Cette expression se réduit à 2 7r(p (a:) pour f = o. Donc, si 
l'on prend (f (a) = —^^ > on trouvera F (x) pour f = 05 
d'où l'on voit que l'expression 



/»QO /«OO 

= -f f 



(4 ) X = — f I F (a) cosamtcosm (.x — ct)dni ^/a, 

satisfait aux équations (1) et (2) ; mais elle donne ^ = o 

pour f = o , et , par conséquent, ne satisfait pas à la con- 
dition (3). 11 reste donc à trouver une valeur de y qui 
satisfasse aux équations (1), (3), et devienne nulle pour 
t = o; en rajoutant à celle que donne l'équation (3), on 
aura une valeur de j qui satisfera à toutes les conditions. 
On remarquera d'abord que si une fonction y satisfait 

à l'équation (i), les fonctions ~-> -y^5 etc., y satisferont 

également, ainsi que I ydt lorsque ~- est nul pour 

t = o. 

Si donc on intègre par rapport à t l'expression (4) et 
qu'on y remplace la fonction F («) par /(a), on aura 
une solution de l'équation (i) qui, différentiée par rap- 
port à t^ se réduira à/(j:) pour f = o, et qui , de plus, 
deviendra nulle pour t = o. On obtient ainsi l'expression 

I /(a) cos m (jc — a)dmdo:^ 

. ^ _ 00 »/ - oç '^^ 
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qu'on peut d'ailleurs vériGer facilement. La valeui' de j 
qui satisfait aux équations (i), (2), (3), et qui est la seule 
qui puisse y satisfaire, est doiir 

I F(a)cos/i/it/cos/7t(j: — a)dmda 

-oc «/— QO 

[O] < 

H I I y ( a) COS//1 (x — a) dm da. 

Cherchons maintenant si ces intégrales doubles sont ré- 
ductibles , et considérons d'abord la première. 
On peut remplacer cos amt cosm (x — a) par 

cos/7t(j: -hat — a) •+-cos/w(j: — at — a) 



et la partie que nous considérons du second membre de 
l'équation (5) deviendra 

7—1 I F(a)[cos/«(j74-flrr — a]+cos/7i(x — at — a)][lmdaif 

4^t/— 00 */- 00 



ou 



F(jr-H at)-}- F(x~ at) 



Passons à la seconde partie , et remplaçons-y 

sin amt cos m(x — a ) 
par 

sinm(x-^at — a) — sinii2(a: — at — a) 
- ; 

elle deviendra alors 



INTKGBATION DBS ÉQUATIONS DIFFÉEENTIELLES. SI^ 

Or on sait que, quelque valeur qu*ait p, l'intégrale 



«y— ; 



'^PJ^Ldn, 



est égale à tt lorsque p est positif, à — tt lorsque p est né- 
gatif. 

Donc l'expression (6) sera nulle toutes les fois que 
X -{- at — a et j: — at — a seront de même signe -, et par 
conséquent, il suffit de considérer les valeurs de a qui 
donnent à ces deux quantités des signes diflfiérenls. Ces 
valeurs seront déterminées par les inégalités 

X -\^ at — a^o, X — at — a<^o, 

si t est positif \ et par 

X -^at — a<^o, X — at — a>o, 

si t est négatif. Les premières donnent 

oL^x — aty a<^ar-h«^; 

les dernières donnent 

a>4:-+-/2r, a.<^x — at. 

Il suffira donc que l'intégration par rapport à a soit faite 
entre les limites x — at^ x-^at. 

Si *>o, x-hat — a sera positif, et Ton aura 

r^ s\nm(x -{- at — a) , 

I i ir//w = 7r; 

J-oo ^ 

l'expression (6) se réduira alors à 

h) - / /(«)'^«- 
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Si tK^OjX-hat — a sera négatif; on aura 



r 



s\nm(x -^ at — a) . 

i dm = — i:^ 

m 

et Texprcssiou (6) deviendra 



-r 



^xH-fft 

ce qui coïncide avec (7) , qu^il suffit alors de considérer. 
Désignons I f(x) dx par t|; (x) , l'expression (7) de- 
viendra 

>p (jT H- i?/-) — -^(x — at) 



2a 



et la formule (5) se réduit à la suivante : 

_ ¥[x 4- at) -+- F(.r — at) -^{x -\- at) -"^(x -^ at) 

Elle coïncide alors avec celle que nous avions trouvée 
précédemment par un procédé plus simple. Mais nous 
avons cru qu'il pouvait être bon de Toblenir par cette 
nouvelle voie , non-seulement pour faire une application 
de la métbode des intégrales définies, mais parce que la 
réduction que nous avons faite des int^rales doubles 
offre des particularités qu'on rencontre dans d'autres cir- 
constances moins simples, où elles pourraient arrêter 
ceux qui ne seraient pas encore habitués à ce genre d'a- 
nalyse. 

155. Soit encore l'équation 
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qui exprime le mouvement vibratoire d'une lame élas- 
tique. 

Ajoutons- y les deux conditions 

(2) r = F(.r)J 

(3) . i=M j 

la question sera entièrement déterminée 5 et ne pourra 
avoir qu'une seule solution. 

On essayera d'abord de satisfaire à Téquation {i| par 
une valeur simple de la forme 

y z=z cosmt cos/i (x* — a) , 

et Ton trouvera qu'il suffit pour cela que l'on ait 

m = n- ; 

on aura ainsi la valeur particulière 

j- = Acosn^tcosn(x — a), 

Ay n^ ce étant des constantes arbitraires. 

Supposant, encore A = ç (a) dotdn^ et intégrant par 
rapport à /i et a , entre — oo et + ao , on aura une solu- 
tion plus générale de l'équation (i) , exprimée par la for- 
mule 

jr =z I I (f [ol) cosn^t cas n{x — oi)dnda, 

t' — oc *- — 00 

Si Ton y fait t = o, elle se réduit à 2 îtç (x) 5 et, par con- 
séquent, on satisferait à la condition ( 2) en prenant 



27r 

Ainsi l'expression 

roo /»oc 
1 F(a)cosn^tcosn (x — K)(Indoij 
t. — ocJ— ce 
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satisfait aux équations (i), (2), et donne -^ = pour 

f = G. Il suffit donc de trouver une nouvelle valeur de [y] 
qui satisfasse aux équations (1), (3), et se réduise à zéro 
pour f = 0, en l'ajoutant à celle que donne l'équation (4) , 
on aura la solution cherchée. Or, si Ton intègre par rap- 
port à f, entre les limites o et r, une valeur de y satis- 
faisant à l'équation (i) , et telle que -^ = o pour f = o, 

le résultat y satisfera encore. Si donc on intègre l'ex- 
pression (4) par rapport à f , en remplaçant F par y*, on 
aura une solution de l'équation (i), qui, différentiée par 
rapport à t , deviendra y (x) pour f = o , et satisfera, par 
conséquent, à la condition (3). De plus, cette valeur de jr 
deviendra nulle pour ï = o , puisque l'intégrale est prise 
k partir de f = o •, donc, en l'ajoutant à celle que donne 
l'équation (4) , on aura la solution de la question propo- 
sée; on obtient ainsi 

iyz=z — f I F(a) cos/ï'/cos/i (a: — a)dn-da. 

ter\ I ^^«y — 00 €/ — 00 

/«OO /»QO , 

^ — I I /(a) 7TCOS/i(a? — <x.)dndoL, 

La première partie de cette solution peut être mise sous 
une forme plus simple en effectuant l'intégration par 
rapport à n. 

En effet, nous avons fait connaître la formule 

/ cosz'cos2éz€/z=i /-(cosê'-hsinê'); 

posant z = n Jt^ ê =^ ^-^ on conclura de l'équaliou 

2 y// 
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précédente 



cos 72* t cos n(jc — a)rln 



f 

=\/r.h(77f)'+''»(î;^)']- 

La première partie de la valeur de }^, qui donne la solu- 
tion complète de la question, toutes les fois que Ton doit 

. dy 
avoir-^ = o poiH* f = o, prend ainsi la forme suivante : 

-wbX>'"'h(7f)'-.-(ÎT)']-- 

où, en posant — = 6, d'où da=i dëJ}^ 

2 V r 

7= -j= I (cos6»H-sin6')F(x-+-2 6 v^f)c?ê. 

156. Nous allons encore faire connailre l'intégrale 
d'une équation qui se présente souvent dans les problèmes 
de physique mathématique. Mais il est nécessaire, aupa- 
ravant, de résoudre une question auxiliaire qui consiste 
à ramener à une intégrale simple l'expression 

naTT 
F ( /cos © -h /w sin ô eosij/ 4- /2 sin 9 sin 4/ ) sin ô rfO c^p , 

F désignant une fonction entièrement arbitraire, /, m, n 
des quantités quelconques indépendantes de et ip ; ces 
limites o, tt se rapportant à l'angle 5 et o , 2 tt à l'angle ^, 
De sorte que ces deux angles, considérés comme coordon- 
nées polaires relatives à des axes rectangulaires, déter- 
mineraient successivement toutes les directions autour de 
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l'origine. Cela posé, soient 

lz= k ces 9' , 'm = A sio 6' ces rp' , nz=:k sin O' un 4>S 
d'où 



l'intégrale deviendra 

{b) f f F{Acosp)sin9€lBd^, 

p désignant l'angle formé par les deux directions déter- 
minées parles angles 0, ip et Ô', ^\ Or s\n6d0d\^ est l'élé- 
ment de la surface sphérique décrite de l'origine comme 
centre avec l'unité pour rayon ; et, d'après les limités des 
intégrales, on doit considérer successivement tous les 
éléments qui composent cette surface et les multiplier par 
la fonction T^ (h cos p) qui dépend de l'angle que forment 
les rayons vecteurs relatifs à ces divers éléments , avec la 
direction fixe correspondante aux angles ô', tj/ déterminés 
par les équations 

cos 6' = ■ y 

v//' -f- /«* H- n^ 

. sin ô' cos y = ? 

s/r- 4- //i» -h n' 

sm G' sm -^ = » 

^P -+- m^ + n} 

Il est donc bien évident que l'intégrale proposée ne dé- 
peiid pas de la direction particulière des axes^ et^ pour 
simplifier le calcul, nous choisirons pour axe des x la di- 
rection fixe dont il vient d'être question. Nous aurons 
alors p = S, et l'expression [b) devient 



t/O t/o 



cos ô) sin 0^9^^. 
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En intégrant par rapport à ^p, on obtient 



27r 
/o 



/ F(A-cos©)sinôû?ô, 

expression qui tlevient, en faisant cos 6 = u, 

/-+- 1 /»4- 1 

F(*fA)4t, ou 27r / F(fxs//'-H/w' + /i*)^fx, 

de sorte que l'on a, quelle que soit la fonction F, 

n2îr 
F (cos 9 + ^2 sin costp + 72 sin 9 sin ^ ) sin 9 e/0 e/>{^ 

X-4-I 

F ( f* v'/' H- /w' 4- /i V «?fA. 

Telle est la transformation que nous nous proposions de 
faire subir à l'expression (a). 

157. Proposons-nous maintenant d'intégrer Téquation 
dUi_^ ,(dUL dUi dUi\ 

Nous aurons une intégrale parliculière en posant 

u — t , 

a, 6, y, d étant liés par Téquation 



Si l'on retranche les deux valeurs de i/, correspondantes 
au double signe de a, et qu'on multiplie par un coeffi- 
cient arbitraire, on aura encore une solution, qui pourra 
se mettre sous la forme suivante : 
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au moyen de la formule (c) du numéio piéeédeut, cette 
valeur de u prendra la forme siiîvaiite, M étant une con- 
stante arbitraire : 

U = fiUe^'^'^^'^^' I I r*^' *^ 9-r-ayt sin cas ^-h^St sin 9 sin p sjnô ^Jd 
•/o «/o 

ou 

M/tf^^'"*""' *^®) ^/(^-^"^ »»n 6 cos ^) ^o\«-H«i siD 6 sin ^) ^jn j</f| 



Si Ton fait la somme d'une infinité d'expressions sem- 
blables dans lesquelles les constantes S, 7, â^ M pourront 
prendre toutes les valeurs que Ton voudra, on aura en- 
core une solution de Féquation (1). Mais la somme 

2M^6(x-f-fl/co8^) •/(j-f-fl«sin6coSjt) ^(s + alsin0sin ^' . ajbji 

peut) en choisissant convenablement les indéterminées 
M, 6, y, ^5 coïncider avec telle fonction qu'on voudra de 
x-hatcosO^ y-haf sinOcos^, z-hutsmûsinip. On aura 
donc une solution de Téquation (1) en pi*enant 

, , i r^ C^"" . ^j^,,t,(j^-^otcosB, /-|-a/sinôcos-|,\ 

(2)z/=-7^/ I tsin9dBd^F[ • /• , ' 

Wo Jo \z-h at smBsin^ j 

F désignant une fonction arbitraire de trois variables, 

et le coefficient j- étant introduit afin que, pour ï = o, 

on trouve 

— = F(a?,j, 2). 

L'expression (2) donne donc une solution de l'équation 
proposée, telle que pour t = o elle se réduit à o, tandis 
que sa dérivée par rapport à t devient une fonction arbi- 
traire de:c, J", ^. 

Si donc nous pouvions trouver une autre solution de 
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équation (t) telle, que pour ^=o elle devînt égale aune 
onction arbitraire àe x^y^ z^ tandis que sa dérivée par 
apport à f se réduirait à zéro, la somme de ces deux 
olutions formerait l'intégrale générale de l'équation pro- 
osée. Or, toute expression satisfaisant à l'équation (i) 
st telle, que sa dérivée par rapport à f y satisfait de 
aême 5 prenant donc une expression semblable au second 
nembre de l'équation ( 2 ) , et substituant à la fonction F 
ine autre fonction arbitraire f^ puis différentiant le ré- 
niltat par rapport à f , nous aurons cette nouvelle inté- 
grale de l'équation (i) 

. 4^"^^Jo Jo Vz-hflrrsmesm^/ J 

Or il est facile de vérifier que cette expression devient 
^(jr, j-, z) quand on fait f = 05 taudis que sa dérivée par 
•apport à / devient nulle. 
L'intégrale générale de l'équation (1) est donc 

,= _L f f^sin0^ô./+F("^"^^.^t:^t'''^"''''*^ 
4^Jo Jo \3-|-«rsinÔsm4* ^ 

et , pour t = o , on trouve 

uz=zf[x,y,z)y 
5- = F{.r,r.z). 

L'intégrale est donc mise sous la forme la plus commode, 
puisque les fonctions arbitraires qu'elle renferme sont 
précisément celles que l'on donne dans toutes les appli- 
cations aux questions de mouvement. Ce sont celles qui 
déterminent l'état initial du système, c*est-à-dire celui 
qui correspond au itemps t égal à zéro. C'est à Poisson 
II. i5 



(5) 
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qu'on doit la formule (3), qui est d'une irès-grande uti- 
lité dans la physique mathématique. 

158. L'intégrale que nous veuons de trouver conduit à 
celle de Téquation plus générale 

^^^ dfi dx^^ dy^ dz^ 

En eflfet, si l'on pose 

X = ax\ y = hy\ z = cz', 
on obtient 

d^u^d'^u d^u d^ii 
'dF '^dP'^'^d/^'^ d^' 

L'intégrale générale de cette équation sera donnée par la 
formule (3); et si l'on remplace ensuite x', y' z' par 

-î T' -ï on trouvera facilement 
abc 

j nit r^iit ,,^/x4-a^cosG, y-|-^^sinGcoST|>,\ 

4^Jo Jo Va+c/smesmrp / 



4^^'Jo Jo \3H-cr8m0siii>{» 



pour ^ = o , on aura 

ii=/{x,y,z), 

^^ = \{x,y,zy 

La formule (5) donne donc l'intégrale générale de l'équa- ! 
tion (4)î çtles fonctions arbitraires qui y entrent sont 
données, comme dans le cas précédent, par l'état initial 
du système. 
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CHAPITRE XXII. 

ÉLIMINATION DES FONCTIONS ARBITRAIRES. 



159. Si une équation à trois variables x, y^ z renferme 
un nombre quelconque m de fonctions arbitraires de x 
seulement, il suffira de la difFérenlicr m fois par rapport à 
y^ en considérant x comme constant \ on aura ainsi /w-j- 1 
équations dans lesquelles entreront les m fonctions à éli- 
miner, sans qu'il se soit introduit aucune quantité qui en 
dépende : on pourra donc éliminer toutes ces fonctions, 
et Ton aura une équation aux différentielles partielles du 
m**"** ordre, 

160. Mais si les fonctions arbitraires renferment or, j- 
et -z, il ne suffira plus de différentîer par rapport à une 
seule variable ; et pour que l'élimination puisse se faire , 
il faut de plus que Ton n'ait que des fonctions arbitraires 
de fonctions déterminées de jc, j, z. 

Supposons , par exemple , l'équation 

(i) F[x,j,«,/(y)]=o, 

(f étant une fonction connue dex, y^ z^ et/désignant une 

fonction arbitraire. 

En différentiant l'équation par rapport à x elj succès - 

, . dz dz 

sivement, on obtient, en posant — = p, —- = ^, 

dY d¥ r/F df/dfD dff \ 
d^^irzP^d7'T,[dJc-^TzP)='''> 

d¥ c/F dF d/fdo df \ 

Tfy'^Vz'^'^df'T.yT^'^d^V^''' 

i5. 
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On a ainsi trois équatîonscrenfcnnantyet — • Enles éli- 

mînniit, on aurauueéqualiou aux diOereutielIcs partielles 
du premier ordre. 

Si Téquation (i) avait été résolue par rapport hfj on 

n'aurait eu à éliminer que — entre les deux équations 

dérivées. 

161. Si Téquation donnée renfermait deux fonctioDS 
arbitraires y((p),yi (fj) de fonctions données 9, "Çi, les deux 

différentialions du premier ordre introduiraient -f^- -pj 

df dffi 

et les trois équations ne suffiraient pas pour Féliniination 
de ces deux fonctions , jointes hfelfx. 

On différcntîera alors les équations du premier ordre 
par rapport k x ex y successivement, et l'on aura trois 
nouvelles équations, et deux fonctions nouvelles à élimi- 

ner, savoir y^ > — -,- • Un a donc six équations et six quan- 
tités à éliminer; ce qui ne peut encore se faire. 

En différentiant les équations du second ordre, onin- 

d'^f d^ f 
troduira -7-^9 ~4-' ? ^-^ \o\\ obtiendra quatre nouvelles 

équations. Entre trois de ces dernières et les six précé- 
dentes on éliminera les deux fonclions/',yi et leurs déri- 
vées jusqu'au troisième ordre; on aura ainsi une équation 
aux différentielles partielles du troisième ordre, dans la- 
quelle il ne restera aucune trace des fonctions ^ et yi, et 
qui exprimera un caractère commun à toutes les équa- 
tions qui ne différeraient de la proposée que par la nature 
de ces fonctions. 

162. En général , si une équation à trois variables ren- 
ferme n fonctions arbitraires de fonctions déterminées de 
x^ y^ Zj en la différentiant successivement par rapport 
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à X et j^ jusqu'à l'ordre m inclusivement, ou obtiendra un 

, (w -f- i) (iw + 2) j, , . , . - 

nombre ^ '■• a équations, et ( w -f- 1) /» fonc- 
tions à éliminer. Pour que cela puisse se.faîre, il faudra , 
en général , que l'on ait 

J>n^ ou /!«]>• 2/1 — ?.. 



L'ordre de Téquation aux différentielles partielles sera 
donc ^n — i . 

On agirait d'une manière analogue si le nombre des 
variables était supérieur à trois. 

i63. Si les fonctions y*, y*! 5 etc., n'avaient pas ren- 
fermé X, y, z , d'une manière déterminée par les fonc- 
tions connues ç, Çi, etc., on n'aurait pu les éliminer. 

Si , par exemple , une équation à trois variables renfer- 
mait une fonction y entièrement arbitraire de x et j-, on 
introduirait, pour chaque ordre dedifférentiation, autant 
de fonctions à éliminer que d'équations : l'élimination 
serait dbnc impossible. 

Mais si l'équation proposée renfermait quatre variables 
jp, j^, z , 14 , en la différentiant par rapport à z seulement , 
ou n'introduirait aucune nouvelle fonction ; et par consé- 
quent on pourrait. éliminer autant de fonctions arbitraires 
de X et j-, que l'on voudrait ^ de même qu'en partant d'une 
équation en yc, /, z, nous avons vu qu'on pouvait élimir 
ner des fonctions arbitraires de .r. 
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CHAPITRE XXIII. 

INTÉGRATION GÉNÉRALE* DE L'ÉQUATION OU LES 

DIFFÉRENTIELLES PARTIELLES N'eNTRENT QU'AU 

PREMIER DEGRÉ ET AU PREMIER ORDRE. 



164. Proposons-nous de trouver llntégrale générale 
d'une équation entre des variables indépendantes en nom- 
bre quelconque, une fonction de ces variables et ses dé- 
rivées partielles, qui y entrent linéairement. Considérons, 
par exemple , une fonction u des trois variables indépen- 
dantes x^y^ z. L'équation donnée sera de la forme 

/ X ^du ^ du ^ du 

P, Q, R , S étant des fonctions quelconques de x, j*, 2, w. 
Si cette équation a une solution , comme nous le sa- 
vons d^ ailleurs , elle peut se mettre sous la forme 
? (^5 y^ z^u) = c^ en exceptant celles qui n'auraient pas 
au moins une constante arbitraire 5 et Ton peut introduire 
la fonction <f au lieu de u, ce qui donnera à T équation 
une forme symétrique qui nous sera très-avantageuse. On 
aura, enelfet, 



d^ dj 

du dx du dy 

dx d<f dy d(f 

du du 


du dz 
dz d<f 

TiTt 


et Téquation proposée devient 




dx dy dz du 
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Ainsi ^ = c représentant une solution de la question , la 
fonction ç des quatre variables x, jr, z^u^ doit satisfaire 
à cette équation , u désignant la fonction de x, jr^ z que 
Ton tirerait deTéquation ^ = c. Or, nous avons démon- 
tré (n** 78) que si Ion représente par ij/ (x, y, z , «) = c' 
une quelconque des trois intégrales des équations simul- 
tanées 

di-^' di"^' ite"^' 

où A, B, C représentent des fonctions données de x^y, 
Zy II, on aura, quels que soient a:, y, ZjU^ 

dx dy dz du 

donc la fonction ^ serait une solution de l'équation (2), 
oii X, jr^ z ^ u seraient considérées comme indépendantes, 
si l'on prenait 

A-Q R-* r-^ 

A_-, B_-, C_p, 

c'est-à-dire si ^ était une des intégrales, résolues par rap- 
port aux constantes, du système 

Z^"~p' ^"^p' ^'"p' 

qu'on peut écrire sous la forme abrégée 

dx ^efy _^dz_^du 
^^ P ~" Q "~ R~ S* 

Ainsi ^(x^jr^z^ u) = o satisfait à l'équation proposées. 
Car si on en tire les dérivées partielles de u qui seront 



djf 


d^ 


d^ 


da dx 


du dy 


du dz 


di'^'^ d^' 


dy- d^' 


di'^~"d^' 



du du du 
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et qu'on les porte dans (i), on aura pour résultat 

dx dy dz du 

équation qui est identique en x, j^, .8, k; et par consé- 
quent aussi quand on mettra pour u sa valeur en x^y^z - 
tirée de ^ {oc^y^ z , n) = o. Cette dernière équation donne 
donc une solution de (i). 

On peut même remarquer qu'une fonction arbitraire 
F (^) de la fonction i{/ satisferait encore à l'équation (2), 
puisque sa substitution ne ferait qu'introduire de plus le 

. r/F 

facteur -tt* 

d"^ 

Si donc on représente les intégrales des équations (3) 

par 

^[x,y,z,u)z=c, xp,(x, /, 3, tf) = c„ ^I/a(a^,^, z, a)=c„ 

on aura des solutions de l'équation (2) en prenant une 
. fonction arbitraire , soit de (J/, soit de ^pi ou ^^ Mais il est 
facile de voir qu'il en serait encore de même si l'on pre- 
nait une fonction arbitraire des trois ^ F (tp, ^{/j, (^j). 

Car la substitution d'une pareille fonction au lieu de f 
dans l'équation (2) donnerait la somme des résultats que 
fourniraient séparément ^p, jf»!, ^j, pourvu qu'on multi- 

pliât le premier par — » le second par — ^ et le troisième 

dY 
par — -• On aura donc une solution de l'équation (2) ou 

de la proposée en posant F (4», ^1 , ^t ) = o , ou , ce qui est 
la même chose , 

4) +,=/(^^,^I.0, 

F et y* représentant des fonctions complètement arbi- 
traires. Il reste à démontrer que c'est là l'intégrale géné- 
rale; ou, en d'autres termes, qu'en donnant à x une 
valeur particulière , zéro par exemple , on peut détermi- 
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lier la fonction^ de manière que u soit une fonction arbi- 
traire de j* et z. 

Soit x(j"» ^) ""^ fonction choisie arbitrairement; 
• cbercbons si Ton peut déterminer f de manière que l'é- 
quation 

(5) 4*2(0, j, z, u) =/[^|l(o, j, z, a), ^, (o,r, 2, a)], 

soit satisfaite, quels que soient j^ et z lorsqu'on remplace u 
par X (y? ^)* Pour cela , posons 

(6) +(o,jr,z,a) =:p, ,p,(o,jr, 2, a) = «', x(/>«) = «» 

et introduisons les variables indépendantes ^^ et w au 
lieu de y, Z] l'équation (5) devra avoir lieu quels que 
sqîent u et iv, quand on y aura fait les substitutions four- 
nies par les équations (6) , qui donnent pour u^y, z des 
fonctions connues de i^, w. Représentant par çr (^'i'^'^) la 
fonction connue à laquelle se réduit le premier membre 
de l'équation (5) , on* aura alors à satisfaire, quels que 
soient ^ et iv, à Téquation 

ce qui détermine la forme delà fonction/. 

De quelque manière , au reste, qu'on élimine m, JS z^ 
on obtiendra une équation qui renfermera la fonction/ 
et la déterminera. L'équation (4) est donc l'intégrale gé- 
nérale de l'équation (i), puisqu'elle y satisfait, et que 
pour or = o elle donne pour « une fonction arbitraire de 
j^ et ^. 11 est même à remarquer que l'équation (4) satis- 
fait, quelles que soient les valeurs des quatre variables 
x,7, z, M. 

Cette méthode, due à M. Jacobi, et que nous avons 
exposée sur une équation entre quatre variables, s'ap- 
plique évidemment quel qu'en soit le nombre, et il serait 
superflu de rien ajouter à cet égard. Il ne nous reste qu'à 
en faire quelques applications. 
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Intégration des équations aux différentielles partielles 
du premier ordre y qui représentent des surfaces cj- 
lindriqueSy des surfaces coniques, des conoïdes et des 
surfaces de ré\^olution, 

165. Nous commencerons par rappeler les équations 
finies et les équations différentielles de ces surfaces. 

Équations finies de ces surfaces, — Une surface cylin- 
drique est celle qu'engendre une droite qui se meut paral- 
lèlement à une direction fixe, en s'appuyant constamment 
sur une ligne donnée, qui est nommée directrice. 

Soient 

F(j?fr, e) = o, F,(x,7, 3) = o, 

les équations de la directrice , et 

.r = flz + a , ^ == ^z -h 6 

celles d'une génératrice quelconque, a cl b étant con- 
stants , et a , S variant d'une génératrice à une autre. La 
condition de la rencontre de cette génératrice et de la di- 
rectrice s^ob tiendra en éliminant x^y^ z entre leurs équa- 
tions \ d*où résultera une équation 

<p(a,6) = o. 

On aura donc Féquation du lieu des génératrices en élimi- 
nant a , 6 entre cette équation et celles de la génératrice; 
ce qui donne, pour l'équation générale des surfaces cy- 
lindriques, <p pouvant désigner une fonction quelconque, 

(p (a? — azy y — hz) == o, 

OU , en la résolvant par rapport kx — az , 

X — az =:f[y — bz). 

On peut d'ailleurs vérifier que, quelle que soit la fonc- 
tion y, cette équation représente une surface cylindrique. 
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166. Une surface conique est celle qu'engendre une 
droite qui passe par un point fixe, et s'appuie sur une 
ligne donnée. 

Soient 

F (x, 7, z) = o, Fi (x, 7, z) = G 

les équations de celte directrice, et a, 6, y les coordon- 
nées du point fixe; les équations d'une génératrice quel- 
conque seront 

X — a = a(z — 7), j — 6 = ^(z — 7), 

a et 6 variant d'une génératrice à l'autre . Pour que la 
directrice soit toujours rencontrée par la génératrice, il 
faut que ces quatre équations aient lieu en même temps; 
d'où résulte, en éliminant j:, /, z, l'équation de con- 
dition 

ç(/i, ^) = o. 

L'équation du lieu des génératrices s'obtiendra en éli- 
minant iz et b entre cette équation et les deux précé- 
dentes, ce qui donne, pour l'équation générale des sur- 
faces coniques, 

[ X — CL Y — 6\ 

ou 

et l'on vérifierait encore que, quelle que soit la fonction/, 
cette équation représente une surface conique. 

167. Un conoïde est la surface engendrée par une 
droite qui se meut parallèlement à un plan fixe, et qui 
rencontre constamment une droite et une courbe don- 
nées. Prenons la droite donnée pour axe des z , et le plan 
fixe pour plan des x cl y, ei soient 

F(x,/, 2) = a, F,(jc, j^, z)=ro,- 
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les équations de la courbe donnée^ celles de la génératrice 
seront de la forme 

Eliminant x, /, z entre ces quatre équations, on aura 
une équation entre a et & , qui exprime la dernière condi- 
tion à laquelle la génératrice doit satisfaire. Soit a= ^ (6) 
cette équation, on aura celle de la surface cherchée, en 
éliminant a et b entre elle et les équations de la généra- 
trice. 

On trouve ainsi 



'='©• 



La fonction <f est arbitraire, puisque F, Fi désignent 
des fonctions quelconques. D'ailleurs on vérifie facile- 
ment que, quelle que soit cette fonction ip, l'équation pré- 
cédente est celle d'un conoïde. 

1t$8. Une surface de révolution est celle qu'engendré 
une ligne quelconque qui tourne autour d'un axe fixe, en 
conservant avec lui la même position relative : de sorte 
que , dans ce mouvement , chaque point décrit un cercle 
dont le centre est sur l'axe , et dont le plan est perpendi- 
culaire à cet axe. 

Prenons l'origine en un point a , 6, y de l'axe, et soient. 

F(^,j, a) = o, F.(ar,j,z) =0, 

les équations de la génératrice dans une de ses positions; 
celles de Taxe seront de la forme 

x:=. aZy > == bz. 

Un quelconque des cercles de la surface aura pour équa- 
tions 

(x — a)' -4.(7 — 6)^ -h (z — 7j^=:R% z-hax-h by^C. 
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Pour quHl y ait un point commun avec la courbe généra- 
trice, il faudra que R et C satisfassent à l'équation qu'on 
obtiendra en éliminante, y, z entre les quatre équations 
de ces lignes. Soit celte équation de condition 

^(R%C) = o, 

on aura celle du lieu des cercles ou de la surface de révo- 
lution, en éliminant R et C entre cette équation et celle 
d un quelconque des cercles \ on trouve ainsi 

ou 

(x — «)»+ (jr — 6)^-4- (2 — 7)'= /T« + «* -♦- ^r)» 

équation générale des surfaces de révolution. 

169. Leurs équations aux différentielles partielles. — 
Les surfaces cylindriques jouissent exclusivement de cette 
propriété, qu'en chacun de leurs points le plan tangent 
est parrallèle à une droite fixe, dont la direction est celle 
des génératrices. 

Soient x = az^y^=.bz les équations qui déterminent 
cette <iircclion, et -s = F (x, y) l'équation d'une surface. 
Son plan tangent au point (a/, y^ z' ) aura pour équation 

Pour qu'il soit parallèle à la droite donnée, quel que soit 
le point de contact, il faudra qu'on ait 

L'équation générale des surfaces cylindriques est donc 

dz , dz 
fl~-f A — = I. 
dx dy 

i 70. La propriété caractéristique des surfaces coniques 
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est que leur plan tangent en un point quelconque passe 
par un point fixe. Soient a, S, 7 les coordonnées de ce 
point ; l'équation générale du plan tangent à une surface 
étant 

le plan tangent passera constamment par le point fixe, si 
l'on a, pour tous les points de la surface, 

Téquation générale des surfaces coniques est donc 
/ y dz , ^y dz 

471 . Le plan tangent à un conoïde devant contenir la 
génératrice menée au point de contact, coupera Taxe des z 
en un point dont le z sera égal à celui du point de con- 
tact , si Ion suppose les axes choisis comme précédem- 
ment. L'équation du plan tangent 

I f^^\ / X dz\ , . 

devra donc être satisfaite par a: = o,y=o, 2 = 3'; ce 
qui donne, pour tout point de la surface, 

, dz' , dz' 

L'équation générale de tous les conoïdes, quelle que soit 
la courbe directrice, est donc 

dz dz 

dx dy ' . 

172. Les surfaces de révolution ont pour propriété 
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caractéristique, que la normale menée en un quelconque 

de leurs points rencontre leur axe. 

Soient 

a: = az-|-a, j^ = ^2 -f- 6 

les équations de Taxe. Une normale à une surface quel- 
conque a pour équations 

.r-x'4-^,(z-z') = o ^-Z^— (2-z') = o; 

pour qu'elle rencontre Taxe, il faudra que l'on ait la con- 
dition 

En réduisant cette équation, et supprimant les accents, 
on aura Téquation générale, des. surfaces de révolution, 
qui sera 

(r — *«— s)^— (* — «2 — a)^ = ^(-^— «)-«(r— 6)- 

On aurait pu déduire ces diverses équations différen- 
tielles des équations en quantités finies , en éliminant la 
fonction arbitraire. 

Nous allons voir réciproquement comment on peut 
repasser des équations différentielles aux équations en 
quantités finies. 

173. Intégration des équations de ces surfaces. Sur- 
faces cylindriques. — L'équation différentielle des sur- 
faces cylindriques est, en posant — = p, — = <jr, 

ap-i- bg =1. 

D'après la théorie des équations aux différentielles par- 
tielles du premier ordre , on posera les deux équation» 



24o 


L1VER IV. 


siiiniltauées 






a b 



dont les intégrales sont x — rir =C , y — tz = Cj 5 d'où 
il résulte que l'iulégrale de Téquation proposée est 

X — az:=iY{y — hz)^ 
ou 

X — az ^/{ay — ôx), 

F désignant une fonction arbitraire, qui se déterminera 
par une condition particulière: Supposons d'abord que la 
surface cylindrique soit assujetties passer par une courbe 
donnée, ayant pour équations 

/(x, j, z)=ro, /,(x,j, «) = o; 

pour qu'il soit plus facile de déterminer la forme de la 
fonction F, nous représenterons par une seule lettre la 
quantité qui s'y trouve soumise. Soit donc 

j- — ôz = a ; 

nous remplacerons partout y par bz -\-u: Téquation de 
la surface deviendra 

X — az=zF{u)y 

et celles de la courbe se changeront en 

/(x, bz-h u, z) = Oj /(x, 6*4- «, «) =0, 

et il faudra que ces trois équations soient satisfaites par 
une infinité de valeurs de x, z , m. Si donc on élimine X 
et z entre elles, l'équation en u devra être satisfaite, 
quel que soit u, ou, en d'autres termes, elle devra être 
identique. On en déduira donc la forme de la fopiction F, 
en tirant de cette équation la valeur de F(ii), L'équation 
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de la surface 

X — «z = F ( j^ — hz) 

sera donc entièrement déterminée. 

On peut, du reste, se dispenser de résoudre, par rap- 
port à F, réquation résultante de l'élimination. Car soit 

(p[«, F(tt)] = o 

cette équation; en y remplaçant u par y — tz et F (a) 
par X — az , on aura , pour Téquation de la surface pro- 
posée, 

Si la surface cylindrique était assujettie à être circon- 
scrite à une surface donnée , on commencerait par déter- 
miner les points de cette surface pour lesquels le plan 
tangent est parallèle à la direction donnée des généra- 
trices -, et il suffira , pour cela , d'exprimer qu'ils satisfont 
à réquation différentielle de la surface cylindrique. Cette 
ligne étant déterminée , le problème rentre dans le pré- 
cédent. 

174. SuYfaces coniques, -— Leur équation différen- 
tielle est 

(x — a)/? 4- (r — 6) 7 = «5 — 7- 
On intégrera d'abord les équations 

dx dy dz 







X - 


-a jr- 


-6" 


z - 


-7' 


ce 


qui 


conduit à 














X — 


-=c, 


r- 


-6 __ 


= C,, 



z — 7 z — 7 

et l'int^rale de l'équation proposée sera 

« — 7 \^-"il 

f désignant une fonction arbitraire. 

II. i6 
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Supposons, pour la déterminer, que la surface soit 
assujettie à passer par une courbe dont les équations don- 
nées soient 

F(^, r, «) = o, F.(jr,^, «) = o, 
on posera 

= «; 

les équations de la surface et de la ligne donnée devien- 
dront 

f^ =/(«), F[^,64-(z-7)"i»]=o, 

F, [ jr, 6 -4- (z — 7 ) u, z] = o. 

Ces trois équations devant avoir une infinité de solu- 
tions communes , si Ton élimine xeiz, l'équation finales 
en u devra être identique, et la valeur que Ton en tirerai 
fonr f(u) déterminera la forme de la fonction arbitraire. 

Si la surface conique était assujettie à être circonscrite 
à une surface donnée, on cberclierait d'abord le lieu de» 
points de cette surface qui satisfont à Téquatien différen- 
tielle de la surface conique : le problème rentre alors dans 
celui que nous venons de résoudre. 

175. Conoïdes. — L'équation générale des conoïdes est 
px-h qf = o. 
Les équations simultanées qu'il faut intégrer sont donc 

dx dy dx dz 

— = -^ et — = — > ou rf* =r o, 
X y X o 

On en tire z = a , ;^ = hx^ aelh étant les constantes a 
bitraires. L'intégrale générale sera donc 



-œ^ 



f désignant une fonction arbitraire. 
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Si Ton veut déterminer cette fonction par la condition 
que la surface contienne une courbe ayant pour équa- 
tions 

F{Xy Xy a) = O, F, (Xy fy z) = o, 

on posera - = z/ , et l'on remplacera y par ux dans les 

trois équations qui devront admettre une infinité de solu- 
tions communes. 
On aura ainsi 

2= y (m), F(a:, aar,z) = o, F, (x, iwr, «) = o. 

Si l'on élimine x et z^ l'équation identique en u qui 
en résultera fera connaître la forme de la fonction cher- 
chée y (m). 

On agirait comme dans les deux cas précédents, si le 
conoïde devait être circonscrit à une surface donnée. 

176. Surfaces de résolution. — L'équation diflFéren- 
tielle de ces surfaces est , en prenant l'origine ien un point 
de l'axe, 

{jr — ^a)/? — {x — az)q=zbx ^ ajr. 

Il faudra d'abord intégrer les équations simultanées 

dx — dy dz 

y — bz X — az bx — ay 
ou 

[bx — ay) dx = [y — bz) dz, 

— (bx '. — ay) dy = [x — az) dz. 

Si Ton multiplie la première par a, la seconde par 6, et 
qu'on les retranche, on trouve, en divisant par bx — ay^ 

adx -h bdy = — dz, 
d'où 

z -{•■ nx -{- by = c, 

i6. 
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Si maintenant on multiplie la première par x^ la se-* 
conde par y^ et qu on lés ajoute, on trouvera 

xdx 4- ydf + zdz = o, 
d'où 

Timégrale de Téquation proposée est donc 

a:» 4- r'-H «" = /(« -H «* -H ^r). 

Déterminons la fonction arbitraire par la condition qtie 
la surface contienne la courbe ayant pour équations 

F(x, j, «) = o, F, (j?,/, z) = o; 

pouf cela , nous poserons encore 

z H- tf.r -I- 0/ = a , 

et nous éliminerons 9 comme dans les questions précé- 
4entes, x^ y, z entre cette équation, celle de la surface 
et celles de la courbe donnée ; l'équation finale en u devra 
être identique, et déterminera ainsi la fonction y* [u). 

On agirait comme dans les cas précédents , si l'on de- 
mandait que la surface de révolution fût circonscrite à 
une surface donnée. 
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CHAPITRE XXIV. 

CALCUL DES VARIATIONS. 



177. Le calcul des variations a été conçu par Lagrange 
pour la i*ésoIntion d'une nouvelle espèce de questions sur 
les maxima et minima. 

Dans les questions ordinaires, on donne la forme d^uiie 
expression qui renferme une ou plusieurs quantités in- 
connues , et Ton cherche les valeurs maxima de cette ex- 
pression , ainsi que les valeurs particulières des inconnues 
cjuî y correspondent. 

Dans ces nouvelles questions, on donne Texpression 
d'une difFérentielle qui renferme des fonctions inconnues 
de or, ainsi que leurs dérivées d'un ordre quelconque par 
rapport à :r , et Ton se propose de déterminer ces fonc- 
tions de telle sorte que l'intégrale, prise entre certaines 
limites, ait une valeur maximum ou.minimum. 

Ainsi la différence que Ton aperçoit d'abord entre ces 
questions et les autres questions de maxima ou minima 
consiste fin ce que les inconnues ne sont pas des valeurs 
déterminées , mais des fonctions de la variable par rap- 
port à la({ucl]e l'intégration doit être effectuée. 

478. La marche à suivre pour résoudre ces sortes de 
questions est la même que pour les autres. On supposé 
que Ton connaisse les fondions cherchées, on les fait va- 
rier infiniment peu, en satisfaisant à toutes les condi- 
tions ; et Ton exprime que, dans tous les cas, la valeiir de 
l'intégrale diminue , si elle doit être maximum , ou qu'elle 
augmente, si elle doit être minimum. 
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U faut donc commencer par donnée les règles générales 
au moyen desquelles on peut déterminer l'accroissement 
infiniment petit des intégrales, et d'abord des quantités 
qui peuren t. entrer sous le signe de l'intégration. Mais, 
avant de nous en occuper, nous allons éciaircir ce qui 
précède par la considération d'une question particulière. 

179. Étant donnés deux points fixes et une droite 
^située dans le même plan, quelle est la courbe passant 
par ces deux points, qui, tournant autour de la droite 
fixe, engendre une surface minimum? 

Si l'on prend cette droite pour axe des jrr, qu'on partage 
en une infinité de parties la distance des projections des 
deux points, et que par les points de division on mène des 
plans perpendiculaires à l'axe , la surface engendrée sera 
décomposée en une infinité d'éléments, ayant pour ex- 
pression générale ^izydsj et correspondants à toutes les 
valeurs de x comprises entre les limites données Xi, x%. 

Il faudra donc que l'intégrale I yds augmente en pas* 

sant de la courbe cherchée à toute autre voisine.' Et dans 

l'intégrale / j' dsf^ qui se rapporte à une quelconque 

d'entre elles , les éléments y d^ peuvent se rapporter à 
des points de division de l'axe qui ne soient paslbs mêmes 
que pour la première; il suffit que les limites soient les 
mêmes. De sorte que, si l'on voulait comparer les deux 
intégrales élément par élément, il suffirait d'en mettre 
le même nombre de part et d'autre, et l'on pourrait éta- 
blir telle loi que l'on voudrait entre les abscisses de deux 
éléments correspondants \ mais il sera avantageux de les 
supposer infiniment peu différentes l'une de l'autre. 

Les limites x^ , .r, pourraient être inconnues, mais assu- 
jetties à certaines conditions. On pourrait, par exemple, 
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demander quelle est la courbe qui , ayant ses extrémités 
sur deux courbes données, et tournant autour d'une 
droite située dans le même plan , engendre une surface 
minimum. Dans ce cas, on reconnaîtrait qu'on ti trouvé 
la courbe qui résout la question , à ce que Fintégrale 

yds augmenterait quand on considérerait toute autre 






courbe ayant ses points infiniment voisins de la pre- 
mière, et ses deux extrémités sur les courbes données, à 
une distance infiniment petite des extrémités de la pre- 
mière. 

Si Ton veut comparer deux à deux les éléments des 
deux intégrales depuis le premier jusqu'au dernier, on ne 
pourrait, dans ce cas, les supposer correspondants à la 
même abscisse, puisque les abscisses des extrémités sont 
nécessairement différentes. H est donc quelquefois néces- 
saire, et toujours permis, de considérer les deux inté- 
grales que Ton veut comparer, comme décomposées en un 
même nombre d'éléments correspondants à des valeurs 
de X infiniment peu différentes, et liées Tune à l'autre 
par une loi arbitraire. 

Des variations, 

180. Lorsque Ton considère un élément quelconque 
d'une intégrale, et que l'on passe à son correspondant, les 
accroissements que subissent les quantités dont il dépend 
sont nommés les variations de ces quantités. On conserve 
le nom de différentielles aux accroissements que subissent 
ces mêmes quantités en restant toujours dans le système 
qui se rapporte à la même intégrale. On distingue les va- 
riations des différentielles par la caractéristique à que 
l'on substitue à ta caractéristique r/; et on les suppose tou- 
jours infiniment petites. 



2^8 LIVRE IV. 

Ainsi soit jr une des fonctions inconnues de x qui en- 
trent dans l'expression sous le signe f] dy sera l'accrois- 
sement que prend cette fonction quand on passe d'un élé- 
ment de la première intégrale à son correspondant dans 
la. seconde. En considérant y comme étant l'ordonnée 
d'une courbe, y H- ^ sera l'ordonnée de la courbe après sa 
variation, et elle correspondra à la même abscisse quej 
dans la première, dans le cas où les points correspondants 
se rapporteront à la même valeur de jrr^ au contraire, 
j + dy sera l'ordonnée correspondante à l'abscisse x-^dx 
si Sx est la fonction infiniment petite de x, et continue 
comme (J/, qui exprime la différence des abscisses des 
points que l'on fait se correspondre dans les deux inté- 
grales. Dans ce dernier cas, il est peut-être plus commode 
de regarder x et j-, ainsi que dx, ày^ comme des fonctions 
d'une même variable arbitraire t qui n'entre même nulle- 
ment dans l'expression donnée , et alors la fonction sous 
le signe y renfermera les difïérentielles <ir, ^x,..., aussi 
bien que dy^ ^y,..., rapportées toutes à une même va- 
riable qui n'a pas même besoin d'être désignée. 

Lorsque l'on connaît les variations de toutes les quan- 
tités qui entrent dans une fonction, la variation de cette 
fonction se détermine par les règles ordinaires du calcul 
différentiel, qui font connaître l'accroissement infiniment 
petit d'une fonction, d'après les accroissements de toutes 
les variables qu'elle renferme. Ainsi l'on aura générale- 
ment 

^F ^F r/F 

( 1 ) ^¥{ihv,w,...) = — Stt+ — §u-\-^--8w'^ 

^ ' 'du di> aïK' 

18i. Transposition des caracténs tiques d et 5. — Il 
est important de remarquer que dans tous les cas on peut 
intervertir Tordre des opérations quand on prend ladiffé- 
renliello cl la variation d'une fonriion quelconque «^. En 
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effet, soit i^ -K di' ce que devient la fonction if en passant 
du premier système au second. Si l'on change t en f +^, 
la différentielle n'**^ de la fonction dans le second système 
sera d^^-^^d^di^. Donc la différentielle rl*i^de la fonc- 
tion dans le m^émier système a pour variation rf* 5i^; on a 
donc 

(2) ri" (» = rf» ^c. 

Par là les variations de toutes les différentielles d'une 
fonction sont déterminées par la variation de la fonction 
elle-même ^ et il en résulte qu'on peut exprimer la varia- 
tion d'une fonction quelconque de j:,y, z,... et de leurs 
différentielles, au moyen des variations de ces quantités 
x^y^ z^ et des différentielles de ces variations. Il suffira 
de faire usage de la formule (i), dans laquelle u, (^, tv,... 
seront remplacés par x, /,- z,..., dx^ dy^ dzj...j d^x^ 
dy, d^z,.... 

Ainsi, en représentant par A, B, C,..., Ai, Bi, Ci,..., 
Aj, Bj, Cj,..., les dérivées partielles par rapport à ces 
quantités x,..., Jx,..., d*Xj,..y d'une fonction 

F(-^> J^> «,.••> t^^9 dxj dzy. . d'x, (Pf, . . .), 

on aura 

[^F=A^x+B^jH-C^z4-...-^A,É/5x+B,é/ay-4-C,^^z-*-... 



(3) , 

182. Mais il arrive souvent que les différentielles sont 
toutes prises par rapport à une variable particulière qui 
entre dans la question ^ alors les expressions que Ton a 
à considérer ne renferment que. les dérivées de toutes les 
autres par rapport à celle-là, et Ton a besoin de calculer 
les variations de ces dérivées. On pourrait bien les déduire 
de la variation des différenlielles, en exprimant d'abord 
ces dérivées en différentielles prises par rapport à une 
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variable indépendante quelconque ^ maisr il vaut mieux 
traiter la question directement. 

Soitjr une fonction de a:, que nous pouvons nous repré- 
senter {fig. %) comme l'ordonnée d'une courbe dont x 
serait Tabscisse. Représentons par Y et X ce que devien- 

nent r et x: la différence -7=7- — -~- sera la variation 

^^ 5^' ^^ ^ ^^' ®^ ^^ s'agit de Texprimer au moyen 

des variations de x et ^ et des dérivées de ces variations, 
n y a deux cas à examiner, suivant que X est identique 
avec X, ou qu'il en diffère. 

1®. Supposons que X ne diflGire pas de x, ou que Ton 
ait dx = 6, c'est-à-dire que nous r^ardlons comme cor- 
respondants sur deux courbés infiniment voisines les 
points M , N, qui répondent à une même abscisse quel- 
conque AP; MN sera ày^ et , en différentiant par rapport 
à X les deux membres de l'équation Y = y + dy , on ob- 
tiendra 



£/"Y __rfV 


, d'iy 


£/x» da^ 


' rfr» 


^.<i'y_ 


d'Sy 


" djf 


daf' 



d'où résulte 

(4) 

a^. Supposons maintenant que les points correspon- 
dants M et N [fig, 3) aient des abscisses différentes AP, 
AQ 5 on aura 

AP=^, MP=r, AQ=X, NQ==Y, PQ=(îa-, NK=:^/, 

et lorsque x croîtra par degrés égaux, X ne croîtra pas de 
la même manière, puisque X = x -h ix^ et que ix est 
une fonction, soit de a:, soit d'une variable indépen- 
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dante, arbitrairement choi^e. * Ainsi , dififérentier pà^ 
rapport à a: ou à X ne sera pas la même opération , et 
l'équation 

ne conduirait pas, comme dans le cas précédent , à 

r/* Y d'*Y 
Il faut donc calculer directement la différence -r=- — t4- 

é/X" dx^ 

Désignons par u Fordonnée M'P de la courbe variée, 
pour la même abscisse .x que Vy de la première courbe, 
qui est MP, et par w la différence M' M, qui serait dy si 
l'on supposait dx = o. On aura alors m = co -j- j •, et , en 
obsenrant qu'on peut considérer Nm et M^M comme 

égaux, et que mK = -j-àx, on aura 



• 


*^r = 


dx 


Différenliant n 


fois Téqualion 




II 


= «-h/. 


on obtiendra 













Mais les points M' et N appartenant à la même courbe , 
les dérivées n»**"*' des ordonnées de ces deux points par 
rapport à leurs abscisses respectives a: et X ne sont autre 
chose que des valeurs d'une même fonction dans laquelle 
on met successivement pour la variable les deux valeurs 
différentes AP, AQ, oulx eix -h âx-^ d*où résulte,, d'à- 
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près les r^les du calcul différentiel , 

et, d'après Téquation précédente, 

dï^ "l^^^d^'^ d^^ ^' 

Observant d'ailleurs que.-; — - ne diffère de - *; que 
d'une quantité inâniment petite^ celte équation donnera, 
pour la différence — — y-^» ou cî ^-^j la valeur sui- 
vante : 

que nous regarderons commç renfermant la première, 

Les formules (5) et (4) coïncideront lorsque l'on suppo- 
sera âx = o. 

183. Transposition -des caractéristiques d et I. — 

I u, u désignant 

une expression différentielle, et les limites a:i, Xj étant 
constantes ou variables. On peut la décomposer en udc 
infinité d'éléments , dont le premier correspond à Xi et le 
dernier à x^ diminué de la dernière différentielle de jr. 
Elle sera donc la limite d'une somme telle que 

Considérons maintenant rintégrale iafinin>eut voisine 
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dans laquelle elle se change par la variation des quan- 
tités dont elle dépend , et soit U' ce que devient U en gé- 
néral dans ce changement, de sorte que U' — 11=^11. 
Les limites de cette nouvelle intégrale seront Xx + àx^ 
et x% H- dxt j et elle pourra être regardée comme la li- 
mite de 

ces nouveaux éléments correspondant à chacun des pre- 
miers. 

L'accroissement de l'intégrale est donc la limite de 

(U',-U.)4-W-U,)c+-...+ (U:^U.), 
ou de 



c'est-à-d: 






Ainsi, soit qu'on suppose les limites Xiy x^ constantes, 
soit qu'on les suppose variables , on a 



(6) 






de sorte que , pour connaître la variation d'une intégrale 
définie^ il suffit de calculer celle de la difFérentielle , et de 
Tîntégrer entre les mêmes limites. 

184. Expression de la variation d^une intégrale dé- 
finie. — Considérons une intégrale de la forme 



i: 



la valeur de V étant 

y désigne une fonction inconnue de x 5 et y*^ y"^ . . . , j(") 
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sont ses dérivées successives par rapport à x. Nous nous 
bornons à considérer une seule fonction j^, parce que, s'il 
y en avait plusieurs autres , il suffirait de reproduire pour 
chacune ce que nous allons faire pour j^. Nous examine- 
rons deux cas distincts : celui où Xi , x^ ont des valeurs 
fixes données , et celui où ces limites peuvent varier d'a- 
près certaines conditions données. 

1^. Supposons d'abord Xi et x^ constants^ nous pour- 
rons alors faire dx= G et employer la formule (4) qui 
donne pour une dérivée quelconque y f"*^ * 

Cela posé, si l'on observe que la variation de a:, ou dx^ 
est nulle, et que, par conséquent, celle de ^fr , ou dix^ 
l'est aussi, d'où il suit que d {y dx) =ày.dx\ la for- 
mule (6) donnera 



£'''"-£'' 



(7) ^ I \dxi=z \ SV.dje. 

Calculons maintenant dY, 

Or, comme nous l'avons déjà remarqué, Taccroisse- 
ment de V sera donné par les règles ordinaires du calcul 
différentiel, au moyen des accroissements des quantité 
qui ont varié dans V, c'est-à-dire de j^,^',. . ., y^*\ On 
aura donc 

que nous écrirons, pour plus de commodité, delà ma- 
nière suivante: 

L'équation (7) deviendra ainsi, en exprimant dy',.-*? 
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Jy(») au moyen de la formule (4) ? 

Nous avons, sous le signe 1 , la fonction indéterminée dy 

et ses dérivées par rapport à x; ces dernières sont déter- 
minées par dy^ et il est nécessaire de les faire disparaître 
de Fint^rale en les ramenant à dy seul , qui est entière- 
ment arbitraire. Or, c'est ce que l'on fera facilement au 
moyen de l'intégration par parties. 

En effet , si Ton désigne par u et i^ deux fonctions de x, 
on établit facilement, par ime suite d'intégrations par 
parties, la formule suivante, qui est souvent utile dans 
l'analyse : 



/rf«P , rf«-><^ dut 
Il -z — dx^=.u -r r- - 
£tr" di»"""' dx i 



4- 






dx^ dx^-* "»■ dx"-' 



/d"u 
d^' 



En faisant usage de cette formule, on obtiendra les équa- 
tions suivantes : 



/■ 



dx" ^— ^ dx"-' dx dx"-' ^ dx' dx"-' 
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et il faut bien remarquer cpie — > -r-; , • • • ? représentent 

les dérivées totales de N , P, . . . , considérées comme fonc- 
tions de x, et dans lesquelles on regarde y comme dépen- 
dant de X. On aura donc enfin , en prenant les intégrales 
entre Xi et x^ , 



(9) 



V dx ~ die»-' ) dx' 

I V/ir=< / dK _ d—^XJ\d^3f 

1 "^\*^-;te •••-+' rfF^j-^î" 



) 



^-'-^^ 



"^a. ''r-^-^dr^-d^-^^-'d^)'^- 

S'il y avait une seconde fonction z dans Y, on ajouterait 
au second membre de cette équation une autre expres- 
sion qui n'en différerait que par les valeurs des fonctions 
qui remplaceraient N , P, . . . , et par le changement de y 
en ^. Il en serait de même pour un nombre quelconque 
de fonctions. 

185. Si la fonction V renfermait les valeurs dej^, j^,..., 
relatives aux limites, la variation de l'intégrale se com- 
poserait des termes que nous venons de calculer, plus les 
suivants : 

Or, les quantités dyi, Jj', , . . . , cîjj, ây\ , . . . n'étant pas 
des fonctions de a?, on peut les faire passer hors du 
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gne I , et les termes à ajouter se réduiraient à 

2*^. Supposons, en second lieu, que x^ et o^j soient va- 
ables, et que dx ne soit pas nul. On aura, dans ce cas, 

[ VÉtr=: / §{\dx)= 1 (S\.da:-\^YdSx), 

/intégration par parties donnant 

ÇydSa:z=ySx— Csx.dV, 
àjuation précédente devient 

^ r \dzz= (ys.t\ V Ç \sy,dx---dw.§x), 

it maintenant 

rfv = Le/o: H- Mrfr -h Nc/y-h p jy -4- Q^r"'-f- • ., 

9 par suite , 

^V = L^o: + M5^ H- N5/-f- P^7"-+- Q^j'^; 

en résultera 

'^'^dy.Sx=dxÏMUx-%^A+^lh'-^^A 
tl, en vertu de la formule (5) , 

rfo: «tr' ^ dx^ J 

On a donc , pour l'expression de la variation cher-* 
II. 17 



258 
vhée , 
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On peut remarquer que cette expression ne diffère Me 
celle du cas précédent que par l'addition du terme 

(Vda:j *] car o) désigne ici ce que ây désignait dans 

l'autre. Si donc on appliquait semblablement l'intégra- 
tion par parties , on ferait disparaître tous les indices de 

on trouverait 



YSx- 



differentiation sur w sous le signe I , et T 

\ dx ' ) dx 



•U 



dx^-' 



l 



r^ /^M— — ^p ^'Q 

/ V dx • dx^ dx^ 






S'il se trouvait dans V une seconde fonction incon- 
nue ^, dV renfennerait de plus des termes de la forme 
MV + ^'z" + F2''' 4- .... On poserait 

et l'on ajouterait à l'expression précédente des termes où 
w' entrerait de la même manière que w. Il en serait de 
môme, quel que fût le nombre de ces fonctions. 

Enfin, sî V renfermait les valeurs de Tjj", z^,.,,y, ^> ••) 
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relatives aux limites, on y ajouterait les termes suivants : 






dx-^-,. 



186. Le cas oii x^ , x^ sont variables pourrait être im- 
médiatement ramené à celui où ils sont fixes, sans faire 
usage de là formule (5). 

En effet, considérons V comme l'ordonnée d'une courbe 
MN (fig. 4 )î et soient AP = or, , AQ = o^j 5 on aura 



r 



Ndx == PMNQ. 



Soit maintenant M^Ni la courbe après la variation^ la 
valeur de l'intégrale proposée sera, dans le second sys- 
tème, Faire Pj MjNiQi \ on peut donc, en négligeant les 
infiniment petits du second ordre, regarder la .variation 
de l'intégrale comme égale à 

IVQQ^K -r MPP, H ^- M, LNI. 

Les deux premiers termes représentent 

\,^x, — V,èx,, ou fvaVj *. 

r 

Le troisième est Fintégrale I dW,dx prise entre les • 

limites x^ 4- ixx et Xj, ou, en négligeant un infiniment 
petit du second ordre, entre x, et Xj. Donc enfin 

B i \dx=:(\$xY -+- i 'SV.dx, 

â\ étant la variation de V dans l'hypothèse âx = o, et 
par conséquent ayant la mèmie signification que dans le 
premier cas. Son expression sera donc la méme^ seule- 
ment il conviendra de représenter la variation dej au- 

«7- 



( 
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iremenl que par dy^ qui, dans le cas actuel, aurait une 
autre signification, et nous désignerons par » la variation 
dey dans l'hypothèse Jj? == o. Il suffira donc, pour obtenir 

la variation cherchée de l'intégrale i Vdlr, d'ajouter 

\dx I au second membre de l'équation (9) , dans lequel 

on remplacera ây par o). 

On retombe ainsi sur la formule (10), comme cela de- 
vait être. On y ajouterait de même l'expression (11), si V 
renferçiait explicitement les valeurs des variables aux 
limites. 

187. Il nous reste à examiner le cas où la variable in- 
dépendante ne serait pas désignée, et où la fonction sous 

le signe 1 ne renfermerait pas , par conséquent , des dé- 
rivées par rapport à x^ mais des différentielles prises par 
rapport à une variable arbitraire qui n'entre pas dans la 
question, et n'est nullement désignée. Soit donc proposé 

de trouver â l U, en supposant 

Les limites Xx et x^ étant fixes ou variables^ on a tou- 
jours, comme nous l'avons démontré, 






et, pour une variable quelconque // , 
Bd^'u-i d^Sa. 

Cela posé, désignons par L, M, N, P, . . . les dérivées 
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partielles de U par rapport aux quantités a:, dx^ d*x ^ 
rf'or, . . . , et par L', M', W, P', ... ses dérivées partielles 
par rapport à y, dy^ d*j^ d^J^ . . . , on pourra exprimer 
cîU de la manière suivante : 

-f- VSj' + W§df -h KSd'jr -f. P' Jrf3j H- - 

Il est inutile de faire remarquer que les diverses quantités 
L, M,.. ., L', M',.- -9 n*i sont pas du même ordre infinité- 
simal , et que le second facteur de chaque terme rétablit 
rhomogénéité. Intégrant les deux membres de cette équa- 
tion, et faisant sortir du signe l toutes les variations des 
différentielles au moyen de l'intégration par parties , on 



obtient la valeur suivante de c^ 






(.2) 



'f- 



M 


^x-hN 


dSx-^P 


d'Sx^... 


— rfN 


-^dP 






-hr/'P 















^^7+P' 



^»^jr4-...j 



4- r''^j(L'^— e/M'4-^^N'— V»F-h...)- 



Si Ton avait dans U d'autres fonctions que x et y, on 
ajouterait des expressions semblables à chacune de celles 
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c[ui se rapportent k x ouy dans cette foimule. On agirait 
comme dans les cas précédents si U renfermait explicite- 
ment les valeurs des variables aux limites. 

Détermination des fonctions inconnues. 

188. La condition pour qu'une intégrale définie soit 
maximum consiste en ce que, quelque signe et quelque 
grandeur qu'on suppose aux variations infiniment petites 
dx^ âf^ ôzy. , .^ la variation de cette intégrale soit con- 
stamment négative : la condition du minimum sera , au 
contraire, que cette variation soit toujours positive 5 et, 
■dans les deux cas, elle doit être de signe constant. Il faut 
donc que la partie de cette variation où n'entrent que les 
premières puissances des quantités Jx, cîy,..., soit nulle, 
et cette condition sera commune au maximum et an mi- 
nimum. On reconnaîtra l'un de l'autre au signe de l'en- 
semble des termes du second degré , signe qui devra d'ail- 
leurs être constant. 

Nous considérerons le cas général où x,, x^ sont va- 
riables, et nous supposerons les dérivées prises par rap- 
port à X, ce qui est toujours possible. Alors l'expression 

de la variation de l'intégrale 1 V/7x, en se bornant aux 

termes du premier ordre et en supposant que V ne ren- 
ferme qu'une seule fonction y, est donnée par la for- 
mule (10). 11 faut donc égaler à zéro le second membre de 
cette équation, pour avoir la condition nécessaiiie, tant 
pour le maximum que pour le minimum de l'intégrale. 

Mais la somme des termes en dehors du signe 1 doit 

être nulle , et l'intégrale doit l'être aussi séparément-, car, 
sans cela, si l'on fixait arbitrairement les variations in- 
dépendantes relatives aux limites, il resterait encore sous 
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le sîgne lia fonction arbitraire w , et celte intégrale dé- 
finie ne saurait conserver la même valeur, quelle que fût 
cette fonction^ le second membre de Féquation (lo) ne 
serait donc pas constamment nul. 

D' ailleurs cette intégrale / w dx (M — — — h -j-j -4- . • • ) 

ne peut pas être nulle , quelle que soit la fonction o) , à 

moins que la quantité qui la multiplie sous le signe i ne 

soit nulle. En eflFet, w étant indéterminé pour toutes les 
valeurs de X entre Xx et x^ , peut être toujours pris de 
même sîgne que le second facteur; tous les éléments de 
l'intégrale seraient donc positifs, et leur somme ne pour- 
rait être nulle. Il serait d'ailleurs indifférent que w fût 
assujetti à certaines conditions pour les valeurs x^ ou x% , 
parce que deux éléments n'ont aucune influence sur une 
intégrale. On doit donc avoir l'équation suivante : 

Cette équation différentielle est généralement de l'ordre 
a /i, puisque V renferme ^^"^5 et que, par conséquent, U 
peut le renfermer. Elle est nécessaire, mais non suffisante, 



pour que l'intégrale / \ dx 



soit maximum ou mini- 



mum. Elle renferme les quantités or, y, j', /^'vm ^^ ^^^^ 
connaître y en fonction de x et de 2 n constantes arbi- 
traires. 

Considérons maintenant les termes en dehors du signe I 

dans l'équation (10). Si les variations relatives aux deux 
limites sont indépendantes entre elles , la somme de ces 
tiermes devra être nulle pour cbaque limite. 
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Si la question établit des relations entre les variatioiis 
relatives à une même limite, on s'en sert pour éliminer 
un nombre égal de ces indéterminées, puis on égale a 
zéro les coefficients de celles qui restent; indépendantes**, 
ces équations, jointes aux équations intégrales, serviront 
à déterminer les constantes, ainsi que les valeurs de :c, 
y, z, relatives aux limites. 

189. S'il y avait plusieurs fonctions j^, z , . . . , on sui- 
vrait la même marche. L'intégrale qui entre dans la va- 
riation devrait encore être nulle, indépendamment des 
termes intégrés. Elle renfermerait, comme nous Tavons 
vu, plusieurs fonctions o), co', . . . , dont les valeurs sont 

W = ^^ y Sx y <a^=$Z Z'SXy ... 

Ces fonctions arbitraires seraient indépendantes, puisque 
dans chacune d'elles il s'introduit une nouvelle variation 
arbitraire. Il faudrait donc que les quantités qui multi- 
plient chacune d'elles fussent nulles séparément, ce qui 
donnerait autant d'équations différentielles simultanées 
qu'il y a de fonctions à déterminer. 
Elles seraient de la forme 

[ ,, d^ d' P 

(•4) <. 

[M'- 



rfN d'P 
dx "^ d.r' 


d'Q 

dx' 


dx ' dx' 


d'Q' 

dx' 



= o. 



M',]N',... représentant, par rapport à z, ce que M, N,... 
représentent par rapport à y. 

Les constantes se détermineraient encore par les condi- 
tions relatives aux limites. 

190. Si les fonctions j^, z étaient assujetties à satisfaire 
à une équation F.(a:,7, z) = o, les variations âx^ Oy^ èz 
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satisferaient à la suivante : 

On pourrait en tirer ôz en fonction de âx, iy^ et le 
substituer dans l'expression de la variation de l'intégrale 5 
on aurait ainsi une fonction indéterminée de moins sous 

le signe f ? et, par suite, une équation de moins, qui se- 
rait remplacée par F (^5/, z) = o. 

En effet, la quantité sous le signe I ? qui doit être égalée 
à zéro, est de la forme 

Aw -h A'w', 

et l'équation (a) devient, en remplaçant à y et àz par 
leurs valeurs, 

_^. + _(y^.. + «)^_(,'^. + «^) = o. 

Le coefficient de dx dans cette équation est nul , puis- 
qu'en diflférentiant l'équation Y[x^y^z) = o on trouve 

ç[F t/F , ^F ,_ . 
dx dy dz ' 



il reste donc seulement 



^F ,dF 
w ^-h w — - ~ o, 
ajr dz 



Tirant de là o)' et le substituant dans l'expression 
Ao) -f- A'co', qui doit être égalée à zéro, on obtient 



dz t 
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et cette quantité devant être nulle, quelle que soit la fonc- 
tioA Cl), on doit nécessairement poser 

dz 
On aura ainsi entre j^ et z les deux équations 

et 

F(.r, j,z) =0, 

d'où Ton pourra tirer y et z en fonction de x. 

191. Autre espèce de conrlilion, — Souvent, au lieu 
d'assujettir les valeurs de a:,y , z k satisfaire à une ^équa- 
tîon de forme déterminée , on demande qu'une certaine 
intégrale définie conserve une valeur constante : on a alors 
ce que l'^n appelle un maximum ou un minimum relatif. 

Soit donc I lJdx = a^ et proposons-nous de trouver, 
le maximum ou le minimum de 1 Ydx, Les variations 

Jx, 

de ces deux intégrales devront être nulles-, et, en supposant 
d'abord les limites fixes , on arrivera aux deux équations 

(a) I awc^.r=o, (6) 1 c>wrfa7=o; 



I awc^.r =0, (6) I vu 

X, Jjr, 



et la seconde devra être satisfaite quand on y mettra pour 
0) une fonction quelconque satisfaisant à la première; 
1/ et ^^ sont déterminés par U et V au moyen d'une for- 
mule démontrée précédemment*, et w désigne encore 
dy — y' àx. On voit tout de suite que cette condition se- 
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rait remplie si m et p» ne différaient que par un facteur 
constant, et nous allons démontrer que cela ne peut être 
autrement. 

Posons, avec M. Cauchy, 



r 



U(»idx= y (^)> 



cette fonction (f(x) ne sera assujettie, en vertu de Féqua- 
tien (a) j qu'à la condition y (x^) = o ; ou a d'ailleurs évi- 
demment <p ( J!^i ) = o 5 mais y (a:) est entièrement arbitraire 
entre jTf eix^. On tire immédiatement 

u<ù = (f'{x)y d'où ft> = ^ ^ « 
Substitu£uit cette valeur dans l'équation (ê) , on obtient 



*»p 



J-fD^(x)(lx = 0. 



Pour y introduire, au lieu de 9' (a?), la fonction (f{x) 
dont les conditions sont bien connues, intégrons par 

parties 5 nous trouverons , en désignant par r - 1 la dé- 



rivée de -j 
u 



prenant x, et x^ pour limites des intégrales, et observant 
que (f (x) devient nulle à ces limites, il vient 

jr-(i),'(.,^=-jf-,w(î)'^, 
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et , par con&équent , 



r""(=)' 



dx =1 o. 



Cette équation devant avoir lieu qvel que soit <p (x) , on 
en conclut nécessairement ( - ) = o, et, par suite, 



- = a, ou i> -=: OLU^ 



a désignant une constante inconnue. 

Telle est donc l'équation différentielle qui déterminera 
la fonction y. Quand sa valeur sera trouvée, et que les 
constantes introduites par Fintégration auront été déter- 
minées par les conditions des extrémités , on la substituera 

. /•'. 
dans Téqualion I U//x = a, qui fera connaître la va- 

leur de la constante a. 

Il est facile de voir que Ton arriverait au même résultat, 

en cherchant le maximum absolu de / (V — aU)dx, 

et déterminant la constante a comme nous l'avons indi- 
qué. On retombe ainsi sur la règle donnée autrefois par 
Euler. 

Supposons actuellement que les limites x^^x^ ne soient 
pas fixes*, les équations (a), (6) seront remplacées par 
les deux suivantes : 

(7) +2— +i-h / «wflrx = 0, (5) X,— X,-^ I «'w^J^zirO, 

.(J^ et X désignant les termes eu dehors du signe / qui 
deviennent tp, et ^^ à la première limite, et ^j , Xs ^ '* 
seconde. 



INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 269 

L'équation (â) devra être satisfaite quand on mettra 
pour 0) une fonction quelconque telle que Féquation (y) 
ait lieu, de quelque manière que ce soit 5 ainsi o) n'est 

assujetti quà la condition que / uiùdx soit égal k 

t/x, 

^1 — ^i\ et il faut que l'équation [d) ait lieu pour toutes 
les valeurs de &> qui y satisferont : c'est là ce qui doit dé- 
terminer la fonction inconnue y, 

'Posons encore / utùdx=(f[x)^ ou aura o (a?, )=o, 
et , en vertu de l'équation (y) , 

<P(^2) = ^>1 — +2, 

el(f[x) ne sera assujetti à aucune autre condition. 

Reportant dans l'équation [d) pour w sa valeur — — -y 
il vient 






Pour introduire au lieu de (j/ (x) la fonction q (x) dont les 
conditions sont connues, intégrons par parties; l'équa- 
tion précédente deviendra , en ayant égard aux valeurs de 

(f (Xi) et (f (xt) , 

et comme (f (x) est tout à fait arbitraire entre Xi et x^ , il 
faut que cette dernière intégrale soit nulle, ainsi que la 
partie restante du premier membre. On aura donc encore 



&- 



ou u = au , 



ce désignant une constante. Remplaçant ( - | par a dans 
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la première partie de Téquation (s) , on aura 

Les constantes introduites par l'intégration se détermine- 
ront par les conditions relatives aux extrémités , et la con- 
stante a par Féquation / \Jdx= a. 

On voit encore qu'on arriverait aux mêmes résultats 
en cherchant le maximum ou le minimum absolu de 



I 



(V — aU) dx^ OL étant une constante indéterminée. 



On traiterait d'une manière analogue le cas où Ton 
aurait plusieurs fonctions inconnues, ou plusieurs inté- 
grales définies ayant des. valeurs constantes. 

192. Considérons maintenant le cas où l'intégrale est 
de la forme | U , U ne renfermant que des différen- 

tielles prises par rapport à une variable arbitraire. La 
variation de cette intégrale est donnée alors par la for- 
mule (12), et, parles mêmes raisons que dans le pre- 
mier cas, il faut égaler, séparément à zéro la partie qui 

est dégagée du signe / et celle qui se compose de toutes 

les intégrales , qui sont en nombre égal à celui des va- 
riables x^y^ «,.... 

Or les fonctions 5j:, dy, (îz , . . . sont complètement 
indépendantes les unes des autres-, donc chaque intégrale 
doit être nulle séparément, ce qui conduit aux équations 
suivantes : 

\ \! — dW + J'N' — r/' F -+....== o, 

(to) \ 
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On aura ainsi autant d'équations que de variables x, y^ 
^,.••5 et comme Tune d'entre elles doit rester îndéier- 
minée, il est évident qu'une de ces équations doit rentrer 
dans le3 autres. Nous nous bornerons à cette remarque, 
et nous ajouterons qu'on trouve ici un avantage que ne 
présentait pas le calcul du pi^emier cas : c'est qu'on pourra 
choisir le système d'équations le plus avantageux, en 
laissant de côté l'équation la moins simple* Quand on 
aura trouvé j^, 2,... en fonction de x^ les constantes arbi- 
traires introduites par l'înt^ration se détermineront, 
conunedans le premier cas, au moyen de l'équation qui 
se rapporte aux limites. 

• 193. L'intégration des équations (16) devient plus sim- 
ple lorsque U ne contient pas x, ou l'une des autres fonc- 
tions 5 car alors, le premier terme de l'une de ces équations 
étant nul, et tous les autres des différentielles ^exactes, 
on aura immédiatement une intégrale première de cette 
équation. Si plusieurs de ces variables j:,y,... manquent 
à la fois dans U, un nombre égal des équations (i6) sont 
intégrables. 

194. Les équatiotis (i4) présentent la même simplifi- 
cation quand y ovi z n'entrent pas dans V 5 mais , quand 
c'est X qui manque , il faut faire quelques transforma- 
tions pour obtenir la simplification que nous ont offerte 
immédiatement les équations. 

En effet, en supposant, pour plus de simplicité, qu'il 
n'y ail qu'une seule fonction inconnue j, la condition du 
maximum ou du minimum sera 

et l'on aura, en observant que V ne renferme pas x, 

^ = M/ + Nr" + Pr"'-+-Qr" 4- .... 
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Retranchant de cette équation la précédente, multipliée 
par y', il vient 

Or il est facile de voir que le second membre de celte 
équation est une dérivée exacte. 

Pour cela, remarquons généralement qu^en désignant 
par M et P» des fonctions quelconques de x^ une expression 
de la forme 

uet'v — vft'u 

est une difleretitielle exacte quand n est pair, et 

en est une lorsque n est impair. Il en résultera que tous 
les binômes qui forment le second membre de la dernière 
équation seront des dérivées exactes^ et que, par consé- 
quent, on pourra intégrer les deux membres de cette 
équation 5 ce qui conduira à une équation d'un ordre 
moins élevé. 

Supposons, par exemple, que V ne renferme que y, y» 
et j^'^ La dernière équation devient 



d'où, en intégrant, • 

équation du troisième ordre , tandis que l'équation [a] 
était du quatrième. Si, en même temps, V était indé- 
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pendant de y^ on aurait M = o; réquatîon (a) serait in- 
tégrable, et doniieraît 

dx 

dp 
En éliminant — entre cette équation et la précédente, 

on trouverait 

v = p/'-+-cy +c, 

G et C désignant deux constantes arbitraires. Cette équa- 
tion n'est plus que du second ordre. Ainsi, lorsque V ne 
renferme que y^ y\ on peut obtenir une intégrale se- 
conde de l'équation (a), et ramener le calcul à l'intégra- 
tion d'une équation du deuxième ordre. 

Si V renfermait une seconde fonction z èl ses dérivées 
z' et z", on obtiendrait de même 

rfP dP' 

Un) v=Nr'-4-P/'-r'T- -hN'«'-hP'3"-z' — -+-C. 

Cas particulier où F on ne considère que les différentielles 
du premier ordre, 

195. Appliquons cette théorie au cas simple où la fonc- 
tion V renfermerait trois variables x^j^ z, et les pre- 
mières dérivées seulement de y et z. 

L'intégrale proposée sera 



r 



ou 



r 



/ dy dz\ 



I ® . S'il n'existe aucune équation générale entre x, y^ z, 

n. * 18 
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on ("cru usasse dos ('H|uatipiis (i4)» <'t !'*>" '>"'•'> 

en supposant toujours 

<^/) <'/v r/z r/z' 

Ces deux équations siumhanées, étant du vsecond ordre» 
donneront y et z en fonction de x et de quatre eonstanlrs 
arbitraires. 

Si les deux limites sont indépendantes, on aura pour 
chaeunc 

(19) (V — N/ — ^'z}3x -f. my 4- ^'Sz=o. 

Si pour l'une d'elles il n'existe aucune condition, dx^ 
ây^ âz étant indépendants, leurs coefficients doivent être 
nuls séparément, ce qui donne trois équations entre les 
valeurs de .r,r/ ^O» ^' relatives à cette limite. Si, au 
contraire, à cette même limite, a:, j, z devaient satisfaire 
à une équation donnée ç {^^J^ 2) = o, on aurait 

d.r ar (h 

Éliminant âz entre cette équation et (19) , il ne resterait 
plus que les indéterminées dx^ ây dont on égalerait sépa- 
rément les coefficients à zéro. On aurait donc encore trois 
équations entre les valeurs de x, j, z, j^', z' relatives à 
cette limite. On agirait de la môme manière si l'on avait 
une seconde écjuation. 

Actuellement il est facile de déterminer les constantes 
arbitraires introduites par l'intégration ; car les équa- 
tions obtenues entre a:, j, ^, et ces quatre constantes de- 
vant être satisfaites par jr,, jj, z,, et par Xt^y^^ z^j il en 
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résultera deux équations pour chaque limite. Ainsi, pour 
chacune d'elles, on aura cinq équations entre les valeurs 
de x, y, z, qui s'y rapportent et les quatre constantes -, on 
pourra donc déterminer ces constantes et les valeurs de 
jr,/, z, rcîlatives aux limites. 

2*^. Si les variables x^j^ z sont tenues de satisfaire à 
une équation F (x, j^, z) = o, il faudra faire usage de la 
formule (iS), qui devient, dans ce ras, 

Eliminant z au moyen de l'équation F (a:,y, z)= o, on 
aura une équation du second ordre entre x eiy. En l'in- 
tégrant, on connaîtra r, et, par suite, z , en fonction de a: * 
et de deux constantes arbitraires. 

Les valeurs de x^^ j^i, Zj, Xf^y^ , Sg, se détermineront 
comme dons le cas précédent, en observant qu'elles doi- 
vent satisfaire à l'équation ¥[x^y, z)=o. On aura 
alors quatre équations pour chaque limite. Les deux con- 
stantes arbitraires se déduiront de ces équations^ ainsi que 
les valeurs de x^y^ z relatives aux limites. 



i8. 
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CHAPITRE XXV. 

APPLICATION A QUELQUES PROBLÈMES PARTICULIERS. 



196. Ligne de longueur minimum. — Considérons 
(l'abord le cas où Tou ne donne pas de condition générale 
entre lés coordonnées x,7, z des divers points de celle 
ligne, c'csl-à-dire où elle n'est pas assujettie à se trouver 
sur une surface donnée. 

L'intégrale qui doit être minimum est 



r 



t/x, 

on a donc 



V=v^H-y»4-«'^ = ^. M=:o, M' = o, 

Les équations (i8) deviennent 
r/N dW 

N et ]N' sont don<! conslants, et, par suite, y' et z\ 
Soient 

y = c, z' = c\ 

on en déduit 

y = Cj: + <^/, s = C' j: 4- ^'. 
Ainsi , quelles que soient les conditions relatives aux ex- 
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trémités, ou trouve, comme on devait s'y attendre, les 
équations d'une ligne droite. 

L'équation (19), qui doit avoir lieu pour chaque extré- 
mité, devient 

/ Sx-^y§X-{- z' Sz = o, 
{a) < ou 

Or il y a trois cas à examiner pour chaque extrémité. 
1'*. Si l'extrémité (j:,, j^,, Zi) est fixe, on a 

^jc, "=0, ^j, = o, ^z, = 0; 

ses coordonnées Xi, ) u Zi sont données, cl les constantes 
C, C, d^ d' devront satisfaire aux deux conditions 

2*^. Si cette extrémité satisfait à une équation 

F(^, 7, z)==o, 
on aura 

~- ^a:, 4- -;- ^/, + -— ^z, zi= o. 
dx dy dz 

Eliminant àz^ entre l'équation (19) et celle-ci , puis éga- 
lant à zéro les coefficients tle (îxi et ày^^ on obtient 

d? dF ,d¥ ,dF ,, ^ dF dF 

— ■ = z — y y — - =1 z — 9 clou — ^=^ y — » 
dz dx dz dy dy d,T 

ou 

^ — C' — ^ — C "'- 
dz dx dy . dx; 

équations dans lesquelles x, y, z sont remplacés par x^y 
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Ces deax équations seront jointes à F (Xi,yi, Zf ) = o, 
et aux deux sui\ an tes : 

On aura ainsi cinq équations entre Xi. )^i, z^ et les 
quatre constantes. 

3*\ Si Ton donnait deux é(juations entre Xx^ y^^ Zj, on 
arriverait de môme .n cinq é({uations entre elles et les 
constantes. . 

Ainsi , pour chaque extrémité, soit libre, soit assujettie 
à une ou deux conditions, on trouve toujours deux équa- 
tions entre les constantes , ou directement , ou par l'élimi- 
nation de j?!, j^i, ^1. Donc les quatre constantes pourront 
toujours être déterminées par les conditions relatives aux 
deux limites. 

197. L'écjuation (a) renferme une propriété géomé- 
trique remarquable de la ligne minimum. En effet, elle, 
exprime que la direction qui fait, avec les axes , des angles 
dont les cosinus sont proportionnels à âx ^ dy^ dzy est 
perpendiculaire à celle dont les cosinus sont proportion- 
nels à dx^ 0} , d z. D'où il résulte que la tangente à la 
ligne clierchéc , menée par Tune quelconque de ses extré- 
mités , est perpendiculaire à toutes les directions suivant 
lesquelles celte extrémité peut se mouvoir. Elle est donc 
normale à la courbe ou à la surface sur laquelle doit res- 
ter cette extrémité , si elle n*est pas fixe de position. 

198. Supposons maintenant que la ligne cherchée soit 
assujettie à se trouver sur une surface donnée, ayant pour 
équation 

P(-^>/> ^) = ^'y 

il faudra, dans ce cas, satisfaire à l'équation (lio), qui se 
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dz 
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dz 
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Celte équation du second ordre, jointe à la précédente, 
donnera y et z en fonction de x et de deux constantes 
arbitraires. 

L'équation (19) aura lieu pour cliaque limite, et dé- 
montre encore que, si elles ne sont pas fixes, la courbe 
cherchée est perpendiculaire aux courbes suivant les- 
quelles elles peuvent se mouvoir sur la surface donnée. 
Dans l'un et l'autre cas , les constantes se déterminent par 
les moyens déjà indiqués. 

jnn T w . ^^ d-'r d¥ d'z . . 

lyy. L équation — ; — -^ = -7 fait connaître une 

^ €lz ds^ dy ds^ 

propriété remarquable de la ligne minimum. En effet, la 

droite qui joint un quelconque de ses points au centre de 

courbure fait, avec les axes, des angles dont les cosinus sont 

d^ X d^ Y d^ z 
proportionnels à — — 9 -7— •> -t—\^1 les cosinus relatifs à la 
* * ds^ ds^ ds^ 

, . , c . , . d¥ dF d¥ 

normale a la suiiace sonl proimrlionneis a --•. -7-7 -t-» 

*^ *■ dx dy dz 



Or Féquation précédente donne 



d^y d' z 
~ds^ ^~d^ 

~d¥ "If 
dy dz 



et il est facile dé voir que ces rapports sont aussi égaux à 

d^ X 

-^ i car la symétrie des données relativement à x, j, t 
d^ 
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niofjlre qu'eu dirigeant autrenienl le calcul, on aurait 
irouvé ce deruier rapport égal a l'un des deux autres. 

C'est, au reste, ce qu'on peut facilement vérifier. 

En effet, les équations (b) doimenl 



d^X 
ds» 


d\z 
ds* 

" dF '' 
dz 


d*f dy d^ z dz 
ds' ds'^ ds' ds 


d'x 
ds' 


dV 


~dF dy dF dz^ 
dr ds dz els 


- ^F ' 
dx 



comme nous Tavions annoncé*, la diivctiou de la normale 
à la surface se confond donc avec celle de la droite menée 
du même point au centre de courbure de la ligne mini- 
mum. En d'autres termes, le plan osculateur de cette 
courbe est constannnent normal à la surface. 

200. ^ire de révolution minimum. — Proposons-nous 
de trouver la courbe plane passant par deux points don- 
nés « et qui engendre une aire minimum^ en tournant au- 
tour d'un axe AX situé dans son plan. 

L'intégrale i y >Jdjc^ -+- dy^ devra êti-e minimum; 

et z n'entrant pas sous le signe / , il est convenable d'ap- 
pliquer les équations (16) ou (17). En prenant les pre- 
mières , et observant que L , N , P, . . . sont nuls , on trou- 
vera, en désignant par c une constante arbitraire, 

yiix 
M = f , ou 






d'où loii lire 
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et , en intégrant , 

X — c. 



:i=,.(^:±v^), ^+v/^-^.=.. <=; 



d'où 



c ( c 



4-tf 



équation d'une chaînette dont les branches infinies s'élè- 
vent au-dessus de l'aiie des x, la direction de la pesanteur 
étant supposée perpendiculaire à cet axe. 

Les constantes c , c, se détermineront en exprimant que 
l'équation est satisfaite par les coordonnées des points 
donnés. Si l'on considère le cas le plus simple, où les 
ordonnées de ces points sont égales, la courbe sera symé- 
trique par rapport à la perpendiculaire à l'axe, menée 
à égale distance de ces deux points , et que nous pren- 
drons pour axe des y. Soient « et — a leurs abscisses res- 
pectives, el b leur ordonnée*, on aura d'abord Ci = o pour 
que l'équation ne change pas quand on remplace x par 
— a:; puis 




ce qui détermine c. 

Si l'on pose - = i/, on a — = - {e"-h e""") , et Ton con- 
naîtra Il par rinlerscction de la droite / = el de la 
t haînetle j = - (r?'*-f- c?~") , la valeur de c s'ensuivra. 

201 . 11 n'est pas toujours possible d(» satisfaire à Té- 
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qualioli 

'X b &' 4- c 



En effel, le second membre est infini pour i/ = oet 

M == 00 • dans rinlervalle, il reste fini et positif: il a donc 

, , ib , . 

un minimum, et le prolilème serait impossible si — était 

ib 
moindre. Cherchons donc la valeur de — relative à ce 

a 

minimum ; il y aura une scide solution si F.ou doune — 

égal à cette valeur^ deux, s'il est plus grand; et aucune, 
s'il est plus petit. 

La valeur de u relative à ce minimum satisfait à 

6'" -I- t'-" 



Si Ton éliminait u entre celte écjuatiou et la précédente, 
on aurait l'équation qui doit déterminer la plus petite 

valeur (jue - puisse avoir pour que le problème soit pos- 
sible. 

Si l'on observe qu'on a identiquement 

la dernière équation peut se mettre sous la forme 



d'oii résulte 



et, par suite. 
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Or 



d'où 



a \ 1.2.3 I .2. . .5 / 

ù 

Si l'on néglige - dans Iç second membre, 11 devient trop 

petit; ainsi on a 

<5^^ I i 

«^ 1 .2.3 1 . . .5 

La réciproque de cette valeur est donc plus grande que 

V ; et si on la substitue dans le second membre , il de- 
b 

vient trop grand et donne une limite supérieure de — 

Il en résulte une valeur trop grande pour rî et, en conti- 
nuant ainsi , l'on aura une série de valeurs alternative- 
ment plus grandes et plus petites que -5 et qui s'en rap- 
procheront indéfiniment. On trouvera ainsi 

-=1,19967. 

Il faut donc que le rapport - soit au moins égal à 

1,19967 pour qu'il y ait une courbe qui engendre une 
aire minimum; et l'on concevra la possibilité qu'il n'en 
existe pas, si l'on observe (juc, lorsque la courbe coupera 
Taxe, les ordonnées deviendront négatives, et l'intégrale 
décroîtra indéfiniment. 
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Si Ton a -^ 1,19967, ou a deux solutions^ mais elltt 

ne peuv(*nt donner deux niinima, car il devrait y avoir 
un niaxinium intermédiaire, ce qui exigerait trois solu- 
tions. Elles ne peuvent non plus donner deux maxima; 
elles doniuMil donc un maximum et un minimum. L'in- 
tégrale diminuant jusqu'à Tinfini négatif, on voit que le 
maximum correspondra à la chaînette qui aura son som- 
met le plus bas, et le minimum à celle dont le sommet 
sera le plus élevé. Cette dernière correspond à la plus 
grande des deux valeurs de c , puisque Téquation de la 
courbe est 



■-;('''-^-"')' 



et c|uen faisant x =0, on trouve c pour ordonnée du 
sommet. 

202. Maxiinuni de taira de courbes isopérimètres, — 
Supposons que les extrémités de la courbe soient don- 
nées, et aient pour coordonnées Ti,j^i, et x^^j^\ Finlé- 

grale qu'il faut rendre maximum est 1 ydx^ et l'on 

doit avoir, en désignant par / la longueur donnée de la 
courbe, 

'^'î 

On posera, d'après la règle du maximum relatif, 

j '^[lj-f-av^Ï4-/')^/x] = o; 

X n'entrant pas sous le sit^nc I ? on appliquera Téqiu 
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lion (17), el Fou trouvera 






ou 



d'où 



et enfin 






c et c' désignant deux constantes arbitraires. La courbe est 
doue un arc de cercle 5 et* il reste à trouver les constantes 
a, c, d , On exprimera d'abord qu'il passe par les deux 
points extrêmes donnés M, N {fig- 5), ce qui donnera 

d'où 

xi — x\ — 2c(x, — xa) -hrî — rî — 2c' ( jr, — /,) = 0, 

équation qui exprime que le centre se trouve sur la per- 
pendiculaire élevée sur le milieu de la droite qui joint 
les extrémités. 

Soit d la longueur donnée de cette droite, on aura 

. / 
r/ =r 2 a sin — ? 
2 a 

équation qui détermine a ; c et c' s'ensuivront , et l'on 
trouvera deux cercles dont les cfentres O, O' seront symé- 
tri(jues par rapport à la corde donnée. L'un se rapportera 
au maximum, l'autre au minimum : car les deux aires 
sont respectivement égales au trapèze MPQN, augmenté 
ou diminué delà même quantité MRN; donc, si l'une est 
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maximum, Taulre i\sl minimum. On en conclut encore 
(jue cette surface MRN est maximum ; et si la question a 
pour objet Taire comprise entre lai corde donnée et Tare, 
elle n'est susceptible que d'un maximum, et il est déter- 
miné par l'arc de cercle dont la corde et la longueur sont 
connues. 

Si la grandeur de Tare et la direction des axes étaient 
telles que le segment MRN fût coupé par les ordonnées 
extrêmes, cette dernière proposition n'en serait pas moins 
vraie : car, si l'on suppose la courbe déterminée, on peut 
y tracer d'une infinité de manières, une corde telle que, 
pour un système d'axes convenable, on rentre dans le cas 
précédent. Or, Faire totale étant maximum, ce segment 
le sera de même en laissant son périmètre constant ; donc 
il est terminé par un arc de cercle : ce qui ne saurait être 
pour toutes les cordes qu'on peut ainsi concevoir, si la 
courbe entière n'est pas un arc de cercle. Si les deux points 
M et N se confondent, on a le cas d'une courbe fermée^ et 
l'on voit qu'elle doit former un cercle entier. 

203. Maxiinum de la surface engendrée par la réi^olu- 
ti'on de courbes isopénmètres, — Il faut, dans ce cas, que 



r 
r 



ydx v^i -f-y^' soit maximum, en même temps que 



dx sj i -^ j'* = /^ on devra donc poser 



f 



r 






Le calcul sera le même ([ue dans le cas déjà traité, où 
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l'on ne donne pas la longueur de la ( ourbe. Seulement 
y -+-0L est substitué kj. On trouvera doue 






La courbe est encore une chaînette. Les trois constantes, 
a, r, Ci, se détermineront en exprimant que la courbe 
passe par les deux points donnés, et que sa longueur 
est /. 

204. On démontre en statique que la chaînette est, de 
toutes les courbes îsopérimètres, celle dont le centre de 
gravité est le plus bas possible. En admettant cette pro- 
priété , oïl aurait pu conclure que la corurbe qui engendre 
l'aire minimum est une chaînette dont la convexité est 
tournée vers Taxe, et que celle qui engendre l'aire maxi- 
mum est celle qu'on obtiendrait en supposant Faction d(^ 
la pesanteur dirigée en sens contraire. 

205. Solide minimum engendré par la réuolutiori de 
courbes isopérimètres. — Soit / la longueur d'une courbe 
qui passe par deux points donnés, et tourne autour d'un 
axe situé dans son plan-, le solide engendré aura pour ex- 
pression 1 nj^dx. Ainsi l j^dx de\raè\ 

avec la condition 



f 



dx y/i 



^'2. 



On devra donc poser 

^[[r' -\' oLsji -^- r'')dx] = o. 

et la condition du minimum sera, en appliquant la fur- 



r 
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OU 

d'où Ton tire 

Celte équation est celle de la courbe nommée élanique, 
qui représente la figure d'un ressort en équilibre sous llac- 
tion de certaines forces. On ne peut l'intégrer que par 
série. Les deux constantes a et c, ainsi que celle qu'intro- 
duirait l'intégration, se détermineraient en exprimant 
que la courbe passe par les deux points donnés, et que sa 
longueur est /. 

206. Brachistochrone. — On nomme ainsi la courbe 
que doit suivre un corps pesant, pour descendre d'un 
point à un autre dans le moindre temps possible. En dési- 
gnant par g la pesanteur, on a 



(J;y=,.^(x,-x), 



en désignant par x les ordonnées comptées verticalement, 
en sens inverse de la pesanteur, et par x, celle du point le 
plus élevé. On lire de là 



I fis 



et, pour satisfaire à la condition donnée, it faudra que 

r- ' 1 r^' ^'^ ... 

Initegrale i , soit muiimuni, ou que linlégrale 
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dxi/ ^^— SOU maximum j ce qui 

donne d'abord les équations 

d'où 

dr c c ,, 

Cette équation montre que la courbe est comprise dans 
un plan vertical. Prenons ce plan pour plan des a: et j^ pi 
est connu, puisqu'il renferme les deux points donnés. On 
a alors -z = o , et il ne reste que l'équation 



^Xi — X ^^ 



dy 1, N , fi^ V-^i — ^ 

z= c y à o\i df ■=! 



Si Ton change x^ — x en x ^ cette équation devient 
dy r=: dx I ---— . 

ce qui s'intégrera facilement. 

Cette courbe est une cycloïde dont nous allors recon- 
naître la position* 

B et C [fig, 6) étant les deux points donnés, la trans- 
formation que nous avons faite revient à prendre l'ori- 
gine en B, et l'axe des x dans la direction de la pesan- 
teur. Dans ce système d'axes , une cycloïde dont là base 
serait BY et l'origine en B, aurait pour équation diffé- 
rentielle 



dy =z dx \ 7 



X 



a étant le rayon du cercle générateur. 
II. 
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La (oiirho cIhm'cIuV t'st dom- une cvcloïdc dont la base 

est lîY, le diamètre du cercle générateur -> et dont Tune 

des extréniilés de la base est lî. 

La constaulc c se délmninera en exprimant que le- 
quation finie de la cycloïde est satisfaite par les coordon- 
nées du point C 

207. Supposons maintenant que les deux points ex- 
trêmes, au lieu d èlre fixes, soient assujettis à se trouver 
sur des courbes données. On parviendrait , comme dans le 

premier cas, à Féquationy = -, z + c'', qui prouve que la 

courbe est encore située dans un plan verticaL Ce plan est 
inconnu, mais l'équation de la courbe, rapportée à des 
axes pris dans ce plan, n'en aumit pas moins la forme 
déjà trouvée •, d'où l'on conclut ([ue cette courbe est une 
cycloïde dont la base est horizontale et dont rorigine est 
au point de départ. Tout se réduit à trouver les coordon- 
nées des deux points extrêmes et le rayon du cercle géiié- ' 
rateur. Les deux limites étant indépendantes l'une de 
l'autre, on devra avoir, pour la première , l'équation 

Dans le cas actuel , on a 



y Xx — X 



N = 



„ z^ 



INTEGRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 2g I 

ds 

d\ _ -^\sJi-\-X''-\-z'' ^ di 

dXy ^ -' 

[x, — xy ^.[x. — x^y 

L^équation (a) deviendra donc 

-.2. T \ 

L'intégration par parties donne 



/- 



(^.— «g) 



dx^i +y +z'»=—(j?,--x) ' \/i + j'' "f- - 



/Lx.^x)'''(ry'-hz'z'')dx r 

= — V+rj'H-c'z'. 

U faut, dans celte dernière quantité, substituer à x suc- 
cessivement jTî et Xi , et retrancher le second résultat du 

premier. Pour éviter la difficulté relative au facteur 

_i 
(oTi — x) , qui devient infini, nous prendrons d'abord 
une limite différente de Xi, et nous opérerons .les ré- 
ductions; puis nous passerons à la limite Xi, Les trois 
termes V — cy' — c'z', relatifs à cette limite qui tend 
vers Xi , seront détruits identiquement, et il restera en- 
fin Téquation 

(b) (— V-f- c/ -j- c'z'),$x, — cSy, — c'^z. = o. 
En substituant les valeurs de V, c, c\ on trouve 

^\ ^cy'-^c'z'= - — 7 ' , ===■' 

V^'i — or V I 4- r'* -h z- 
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et l'équation (&) devient 

Elle exprime que le dernier élément de la courbe cher- 
chée est perpendiculaire à la direction de la tangente à 
la première courbe donnée, au point de départ. 
I/équatîon relative à la seconde limite est 

(V — N^' — V z'\ Sx, 4- N^^-, -h N'^», = o, 

ou 

i/Xj ^Xa-+- djr, ^/j-h dzj Sz, = o, 

ce qui montre que le dernier élément de la cjrcloïde est 
perpendiculaire à la tangente à la seconde courbe don- 
née y au point darri\^ée. 

Ces diverses conditions déterminent la cycloïde dont 
le premier élément est toujours vertical, et la base ho- 
rizontale. 

Si les deux courbes étaient dans un même plan verti- 
cal , les propriétés que nous venons de démontrer prouve- 
raient que les tangentes aux courbes données , aux points 
de départ et d'arrivée, sont parallèles entre elles. 
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CHAPITRE XXVI. 

CALCUL DES DIFFÉRENCES FINIES. 



208. On appelle différence d'une variable, Taccroisse- 
ment fini qu'elle reçoit. Les différences des fonctions sont 
déterminées par celles des variables dont elles dépendent : 
on les désigne toutes indistinctement par la caractéris- 
tique A. 

La différence entre les deux valeurs que prend une 
fonction quand la variable dont elle dépend prend deux 
valeurs successives, se nomme la différence première de 
cette fonction. Cette différence est, en général, une fonc- 
tion de la même variable 5 et sa différence première, cor- 
respondante à un nouvel accroissement égal de cette va- 
riable, se nomme la différence seconde de la fonction. La 
différence de la différence seconde est la différence troi- 
sième de la fonction; et ainsi de suite. Si Ton désigne par 
u cette fonction , ses différences successives sont représem- 

tées par 

A a, A'«, A^tt,..., A"* a. 

209. Supposons généralement que la différence Ax 
soit une fonction délerminée/^(j:), et soieïit 

les valeurs successives qui en résultent pour la variable a:; 
de telle sorte que l'on ait 

jTi = J7 -f- Ao?, JTa = J?| -f- A Xi , ^3 =a:j -f- AXa, . . . , 

équations qui pourront encore s'écrire de la manière sui- 
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i": = -c -t- Ax -t- Ax -r- Aj-;, 

^,_ = X -:- Ax — A.r -i- . . . 4- Ax»_,, • 
X, = ^ — Ax -r- Ax -r . . . -*- Ax»_. . 

Toutf'S ces expressions peuvent êlre considérées comme 
dépendant nnlqueint-nt de la première valeur arbitraire j; 
car A j: étant une fonction de x. Xi ou x + Ax 1 est de 
iijùme. Axj ouy*(x,) est donc aussi fonction dex seule- 
ment, et }>ar suite aussi x„ qui est ^al à x-4- Ax + Ax». 
De même, Ax, ouy*(xs) sera fonction de x seulement, et 
par suite aussi x,; et ainsi des autres indéfiniment. 

Il est encore utile d'observer que chacune de ces Ta- 
it *urs successives peut se former de la précédente, en y 
rhangeant x en x -1- Ax. En effet, supposons qu*il en 
soît ainsi jusqu'à x„_t inclusivement, et changeons x eu 
X -h Ax dans x„_i : son premier terme x devient x 4- Axj 
son second terme Ax devient Axi ; son troisième Axi de- 
\ jent Axj , et enfin son dernier devient Ax„_i ; par con- 
séquent, x,„_, se trouvera changé en x„. La proposition 
<'5t donc générale, puisqu elle est vraie pour Xj. Si main- 
tenant on considère une fonction quelconque u == (p(x), 
n (jue Ton désigne par 

les valeurs con-espondantes à x, x, , . . . , x,„, chacune de 
«es valeurs succe.s.si\es de u pourra être considérée comme 
fonction de x seulement, et se déduira de la précédente 
<;n y changeant x en x -h Ax; car. puisque Ton a géné- 
ra Kînieul 

//,„_, = ? ( .r^_,, , //« = ©( .'•«; , 
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et que x,n ne dépend que de x, et s'obtient en eliangeant 
X en X -h Ax dans j:„_i, w^ sera aussi fonction de x seul, 
et se déduira évidemment de ii,„_t par ce même change- 
raent. 

240. D'après la définition que nous avons donnée des 
<lifférences successives, la seconde différence ùr u sera 
r accroissement que prendra A a quand on y changera x 
en xH- Ax*, la- troisième dilïérence A'/i sera Taccroisse- 
menl de A' u résultant du même accroissement Ax que 
Ton y fera subir à x^ et ainsi de suite. 

De même, Awi étant l'accroissement de //i relatif à l'ac- 
croissement Axi donné à Xi, A^i/j seraracci*oissementde 
Az/i quand on y fera croître Xi de Axi ; et de même pour 
les différences suivantes. On voit donc que les différences 
successives de ii^ seront les mêmes fonctions de Xi que 
celles de u le sont de x\ et il en sera de même pour les 
différences de i/j, 1/3,. . ., m„, , etc. Il résulte de là que 
toutes les différences de //,„ s'obtiendraient en changeant 
x^_i eu x^ dans les différences correspondantes de m,„_j ; 
et, comme on a vu que ce changement s'opère en substi- 
tuant X H- Ax à X lorsque l'on considère x„,_i comme 
exprimé en fonction de x, il s'ensuit que les différences 
d'un même ordre quelconque des quantités 

se déduisent chacune de la précédente , en y changeant x 
en X H- A X. On observera encore que, pour obtenir A''//^, 
c'est-à-dire l'accroissement de A"""^//^, dans lequel on 
change x^ en x^-|- Ax,„ il suffit de prendre l'accroisse- 
ment que prend A""^* u^ considéré comme fonction de x, 
dans lequel on changera x en x -j- A.r. 

Ces propriétés appartiennent aux différences succes- 
sives de X, comme à celles de la fonction quelconque u. 
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21 1 . Il est facile d'exprimer la différence ùk"*u au moyen 
des m 4- I valeurs f/, «1, i/j,. . ., u^. 
En eflct, on a d'abord 

Ali =r M| — a. 

Pour obtenir ^^u, il faut, dans l'expression de Au, chan- 
ger j: eu j: -h Aa:, et prendre T accroissement résultant. 
Cette substitution changeant respectivement Ui et u en u, 
et lii, on trouvera 

A' M = Wj — 2a, H- w. 

De même A*ii sera F accroissement de l'expression de 
A' M, dans laquelle on changera x en XH- Ax, et Ton 
aura 

à?u = «3 — 3^3 -h 3ai — «. 

On voit jusqu'ici que les indices de u décroissent d'une 
unité, depuis l^ordre de la différence jusqu'à zéro 5 que les 
coefficients sont alternativement positifs et négatifs, et 
sont égaux à ceux de la puissance de même ordre d'un 
binôme. Or, la manière dont on passe d'une différence à 
la suivante prouve que cette loi est générale. 
En effet, si l'on a 

A"a = u„ — A, «„_, -\- AiUn-t — . . . 

— r~ Ap U/i.^p A^-f.! lln_p_i -f- . . . > 

la différence suivante sera 



A"+'« = Un+i — A, I M„ -h Aa 
— I H- A, 






Un-p -4- . 



La loi des indices de u est donc la même pour cette 
différence, et les coefficients se forment de ceux de la pré- 
cédente, en ajoutant, en valeur absolue, chacun d'eux à 
celui qui le précède : donc , si , pour une différence , ces 
coefficients sont ceux de la puissance du même ordre d'un 
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binôme, tel que a — 6, ils seront soumis à la même loi 
pour la différence suivante. Donc cette loi est générale, 
puisqu'elle a été reconnue pour la seconde différence. 
On a donc, quel que soit m, 

m (m — i) 



( I ) A"» = «„ — munt-i -f- 



w«_, — . . . ±: a : 



le dernier terme sera positif si m est pair, et négatif dans 
le cas contraire. 

212. Réciproquement, on peut exprimer u,„ au moyen 
de u et des m différences Au, A*m, . . . , A'" m. En effet, 



w, = aH-Aa, tt3 = i£-f-2Aa-h A*a, . . . , 
et comme on a , en général , 

Un = Un^i H- A Un^i , 

on voit que , si Ton a 

•^ApàPu-h Ap+, AA'+' a -+-... , 



on aura 



«/.= «« + A, 



A a 4- Al 

+ A. 



A»tt+... -4-A^+, 
-H A^ 



AP+' u 



Donc, si les coefficients des termes de ii„_i sont ceux du 
développement de (ce -h 6)"""*, les coefficients des termes 
de Un seront ceux de (a.-j-6)" : quant aux indices des 
différences, ils croîtront de même depuis o jusqu'à n. 
Or ces lois ont lieu pour Mj , donc elles sont générales , 
et l'on a 



/ \ m Cm — i) , 

(i) Um^u-^-màu-^ i i A'a -h . 

1.2 



A*"!*. 



L'analogie entre les seconds membres des équations (i) 
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et (2), et le développement de la puissance m d^ un bi- 
nôme, permet de les reui placer par les équations sym- 
boliques très-simples 

dans lesquelles il faut entendre que les exposants des 
puissances de /i et A a sont remplacés par des indices. 

213. Différcnliatioti des fonctions. — La différenre 
première d'une fonction n = Y [x) estF(a:-f-Aa:) — F(a:). 
Voyons ce que deviennent cette diiVérence et celle des or- 
dres suivants, quand on prend pour F [x) les fonctions 
simples x^^ a^^ logo:, sinno:, cos^x, et que l'on sup- 
pose Ax constant. 

Soit d'abord u = Aa:'" \ m étant positif, ou aura 



u/ = A r 



mi m — I ) 
1 .2 



J.a première dîiîerence d'un monôme est donc d'un 
degré moindre d'une unité; et il eu est de même d'un 
polynôme quelconque, puisque la diilërence d'une somme 
est la somme des diUcrences. 

11 lésulte de Li (jue la diilérence m*^'"" d'un polynôme 
entier du degré m est indépendante de X, Soit, par 
exemple , 

rt=:Ax«'H-A,a:~-»H. ... -f-A„; 

pour la trouver, il suffira, dans chaque différence suce 
sive, de considérer le terme du degré le plus élevé : 
les termes fournis par les autres disparaîtront, au j 
tard, à la dernière différentiation; donc ils ne char 
ront en rien le résultat. Il n'est" donc nécessaire de 
culer que la diilérence ni'^'"" d(î kx"\ 

Sa première différence a, pour premier terme, 

A /;/ .r^" ' A j: , 
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et nous négligerons tous les suivants dont le degré est 
moindre. La différence de ce premier terme , dans lequel 
nous supposons ù^x constant, a, pour premier terme, 

km [m — i)x^— ^Aj?% 

et nous négligerons encore les suivants. 

En continuant ainsi , Ton arrive évidemment à 

A"*a = Am(/?i — i) (iw — 2) . . . 2. i Ao.-". 

La différence m"'"* étant constante, quel que soit x, les 
différences d'ordres plus élevés seront nulles. 

214. Si Ton considère le produit de n facteurs, crois- 
sant par degrés égaux à Ax, 

, a=:a:(a: + Aar) (x-h 2 A;^) . . . [x -h (/î — i) Ao:], 

ou trouvera immédiatement 

A M = (^-|- Ax) (x -4- 2 Lx) ... [x-|-(/2 — i)Aj:]«Ajr, 
A'a = (j: 4- 2 Ajc) . . . [j; + (« — 1) ^x^n [n — i) /\x% 

A''u=n(n — i) ... 2. I Ax". 

Toutes les différences suivantes sont nulles. 
Si l'on avait 

I 

jc (a: H- Ax) . . . [a: -f- (« — i"^ Aar] 

OU trouverait 

— nàx 



Ari=i 



x(x 4- Ax) .f . (x -\- nàx) 

nin 4-1) Ajc' 
X [x -f- Ax) . . . [x -t- (// -f- 1 ) Ax ] 

, _ — n{n'\- l)(/^4- 2) Ax^ 

x(.r-J- Ajc) . . . [x-f- (/?H-2) Ax] ' 

€»t ainsi de suite indéfiniment. 
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215. l.a formule générale (i) devient, dans le cas de 

Si //* = w , le second membre est égal à 1.2. 3 ,7i Ax'\ 

quel que soît x. Si, dans ce cas, on fait x = o, on 
obtient , quel que soit le nombre entier n , 

, n(n — 1\ , , 

n'' — n[n — i)» H ^^ f [n — 2)" — . . .qza= i .2,3. . . w. 

Si Ton a m > w , A"* M est nul , et l'on a , en faisant x = 0, 

/ \ m(m — I ) , . 

w» — /7ï(/?i--i)'»H ^^ -'(/w — 2)»-f-. . .qz/w = o. 

Ces deux formules remarquables sont utiles dans la 
théorie des nombres. 

216. Soit maintenant 

u = n'y 
on aura 

donc 



A'»//. = a'(«^^— i)«. 
217. Soit 

n = log.r, 



on aura 



Awzz:îog(jr -h Aa;) — log.r=log (i -f- — V 
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218. Soit 

u = sin{ax -{- 6), 
on trouvera 



Aw = sin(/ïx -h aAx -^ b) — sin(«j: •+• If) 

. aAx ( aùix ,\ 
= 2 sm cos aJT H \- o ]• 

-?. \ 1 1 

Si u = cos (ax -h è) , on aura 

A « = cos(ax 4- fl A j: 4- b) — cos (nx -^ b) 

. aàx . / aàx ,\ 
== — 2 sm sm ( ax H h ^ ) . 

9. \ 2 J 

Au moyen de ces deux formules , on obtiendra 

iï Ax 
A»sin(û.r -\- b) =z — 4 sin' sin(rt.r + flA.r-4- ^), 

et, en général, • 

A^ sm{ax -h b) =zdo, 2'" ( sin ) sin {ax -^ na Ax -^ b) , 

A'"-*-'sin(fla:-h^)=±2"*-»-'f sin^— ^J cos ax-{-ln-^-\aAxr{- b *, 

les signes supérieurs devant être pris lorsque n est pair, et 
les signes inférieurs quand n est impair. 
On ferait un calcul semblable pour cosax. 

219. La différence m'^^^'A'"/^ peut s'exprimer généra- 
lement au moyen des dérivées de u. On peut aussi la re- 
présenter par une formule symbolique très-simple. 

On a d'abord 

du d^u Ax- 

Aa = — A.r-h^— f- 

ax ax^ I . 2 

Si Ton change u en Au ^ on aura A* z/, et il est facile de 
voir qu'aucun terme ne renfermera une dérivée d'ordre 
inférieur au second. En continuant ainsi, on reconnaît 
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que A"* a sera de la forme suivante : 
rf-i, d'^' il 

les coeflicients A , A|« . . . étant indépendants de la forme 
de la fonction u. 

Pour les déterminer, posons u = e*, l'équation devien- 
dra , en supprimant le facteur e'. 

et ^ comme A x est indéterminé , les coefficients des mêmes 

puissances devront être égaux dans les deux membres: 

on connaîtra donc A , Ai^ . . . . 

La valeur de A^ii peut se représenter par une formule 

symbolique, en observant que le second membre de*la 

dernière équation se changerait dans la valeur de ÙTu si 

. du . 

Ton substituait ^ Ax à Ax, et que, dans les puissana's 

de — y Texposant du numérateur fût changé en indice de 
différentiation. On aura donc, dans ce sens. 

On remarquera aussi que si A'*!! doit être nulle, quels 
que soient X et Ax, il faut que les coefficients de toutes 

les puissances de Ax soient nuls: ce qui exige — — = o, 

-^p-^ = o, etc., quel que soit x: donc u est nécessaire- 
ment une fouction entière du degré m — i . 

220. Lorsqu'on sait tiou\ei la différence dedeuxfonc- 
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lions, il est facile de li cuver celle de leur produit , ou de 
leur quotient, au moyen des formules 

A(ap) =:(»Aw-f- wAf'-h A//Af, 
u C'A u — u^v 

Si l'on considérait les produits de plus de deux facteurs , 
la formule se compliquerait rapidement. Dans le cas où 
ils seraient égaux, on trouverait immédialemcnl 

A ( w") = /2W"-' Au -+- ^^^ "~ '^ «"--A/4' 4- ... -h A w". 
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CHAPITRE XXVII. 

CALCUL INVERSE DES DIFFÉRENCES. 



221 . L'objet qu'on se propose dans ce calcul est de 
remonter de la différence d'une fonction à cette fonction 
même , ou , plus généralement , de déterminer une fonc- 
tion quand on connaît une relation entçe elle, ses diffé- 
rences d'ordre quelconque et la variable indépendante. 

La différence d'une quantité indépendante de la va- 
riable étant zéro, il s'ensuit que, lorsqu'on aura trouvé 
une fonction d'après une différence donnée , on pourra 
lui ajouter une constante arbitraire , et l'on aura une so- 
lution plus générale de la question. Mais ce ne serait pas 
la plus générale, comme dans le calcul infinitésimal; et, 
pour l'obtenir, il faudrait ajouter à la fonction trouvée la 
fonction la plus générale ayant pour différence zéro. 

Or, si Ton donne à j: l'accroissement Ax, toute fonction 
périodique de x ayant A x pour période prendra un ac- 
croissement nul, à partir d'une valeur quelconque àex\ 
et , réciproquement , il n'y a qu'une pareille fonction qui 
soit dans ce cas pour toute valeur de x. On voit donc que, 
lorsqu'on donne l'expression de la différence d'une fonc- 
tion de X, relative à la différence Ao: de cette variable, il 
suffira de connaître une fonction particulière qui satisfasse 
à la question \ et l'on obtiendra la solution la plus géné- 
rale en lui ajoutant une fonction périodique arbitraire, 
ayant pour période la différence donnée dx. 

On sait que toute fonction périodique peut être repré- 
sentée par une série convergente, dont le terme de rang 
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71 + 1 a la forme 

. 2 /I7r.r ^ a/îTTj: 

A„ sin — h B„cos — - — î 

/ étant la grandeur de la période. On voit donc que, dans 
le problème inverse des différences, la constante arbi- 
traire sera remplacée par une série dont le premier terme 
sera constant, et le terme de rang » -H i, 

A„ sm — h B„ cos — 

Aay Ax 

C'est là ce que nous désignerons, pour abréger, sous la 
dénomination de constante arbitraire. 

Si cette quantité devait être constante quel que fût Ao:, 
alors l'étendue de la période étant nulle, on aurait une 
quantité absolument indépendante de x. 

Nous représenterons par 2 m la fonction générale dont 
la différence première est u\ par 2* m, celle dont la diffé- 
rence seconde est m, et ainsi de suite. 

222. Si Ton considère une valeur quelconque x^ de \^ 
variable et une autt*e valeur x telle que x„= ^ -|- n Ax, 
n étant un nombre entier quelconque, il est facile d'ex- 
primer l'accroissement que prend la fonction F(j:) dont 
la différence est m, lorsque la variable passe de x à ;r„5 
car il est la somme des accroissements correspondants 
aux valeurs x^x+ Ax^. . .,a:-H(/ï — i) Ax, et sa va- 
leur est, par conséquent, 

on a donc 

Y{x„) ='F(ar)-f- w -h «i -+-. . .-+- «„-.. 

La fonction F (x) , dont la différence est w, peut être 

considérée comme renfermant une constante arbitraire. 

II. 2o 
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OU plutôt comme étant elle-même une constante arbi- 
traire, si Ton particularise la valeur x. 

Si on la désigne par C, et qu'on représente par Zii„ la 
fonction la plus générale -qui a poi^r différence m„, on 
aura la formule suivante : 

(i) 2 K„ = C H- M H- //, ^- «j 4- . . . -h ««-,. 

22î^. Il est nécessaire d'observer que la fonction pé- 
riodique qui entre dans C devra être traitée comme une 
quantité indépendante de x, dans les intégrations. En 
effet , supposons qu'on cherche la fonction la plus géné- 
rale dont la différence soit la fonction ^, dont la période 
est £ix. Si Ton considère une valeur quelconque de x, et 
toutes celles qui en diffèrent d'un multiple quelconque 
de Ax, les valeurs correspondantes de la fonction cher- 
chée seront les mêmes que si (f était remplacée par une 
constante égale à sa valeur relative à la première valeur 
de X, Donc , en traitant y comme on traiterait une quan- 
tité indépendante de x^ ofi aura la fonction dont la diffé- 
rence est (f. 

On peut d'ailleurs le vérifier bien facilement. En 
eflbt, la fonction dont la diflérence est une quantité /f, 

indépendante de x, est— ^^ — h C, C désignant une con- 
stante arbitraire dans le sens déjà défini. 

Or la différence de ^^^ est cp: donc -^ -+- C sera la 
^x ^^ Ax 

fonction la plus générale ayant pour différence y, et, 
comme elle ne diffère de la précédente que par le change- 
ment de a en ç, il s'ensuit que ces fonctions périodiques 
doivent être traitées dans les intégrations comme les 
constantes proprement dites. 
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Intégration des Jonctions, 

^4r. Nous commencerons par faire observer que tout 
facteur constant peut être placé indifféremment sous le 
signe 2, ou en dehors j et que l'intégrale 2 d'une somme 
est la somme des intégrales des parties qui la com- 
posent. 

Cherchons d'abord l'intégrale de x""^ c'est-à-dire la 
fonction qui croît de x"" quand on y donne à x l'accrois- 
sement Ajr, et- que nous désignons par ^x""'^ pour cela, 
reniarquons que l'on a 

prenons maintenant l'intégrale de chaque membre, et 
considérons la constante arbitraire comme renfermée dans 
les sommes indiquées; nous obtiendrons 

^ ' 1.2 

(m-i- i)m(m — i) 



I .2.3 

d'où 

lof" = , r 2^'-' 

( wi 4- I ) Lx 1 . 2 
/a) < 
^ ' » w(m— i)Aj:* , Lx"" 

1.2.3 /w -h I 

Si l'on donne successivement à m les valeurs o, i , 2, etc., 
on obtient, en désignant par C une constante arbi- 

20. 
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2- "" - 2 Ax 

Vx'- ""' ^ 




(3) 1 


2-'-3Ax 






2-^-4ax 

2"'-5Ax 


- — ar -t- "îT^ ~ï" ^> 



Connaissant Sx"*, on pourra déterminer 2* a:~ en cher- 
chant, d'après les formules précédentes, l'intégrale de 
chacune des parties de Sx"*, en ajoutant ensuite une con- 
stante arbitraire. On trouvera ainsi 2'x^, S^x^, etc., 
et à chaque intégration il s'introduira une nouvelle con- 
stante arbitraire. 

225. Nous avons obtenu précédemment la formule 

A[ar(x-H Ax). , ,[x -\- n^xW 

= (jt + Aar)(x-f-2Aj:). . .(jc-h /ïAo:) {n -^ \) Lx\ 

donc 

= -r^ : xix •\' ^x), . Ax -h/i Aa:) -h C. 

(/2 -h i) Ax ^ ' ^ ' 

Nous avons encore trouvé 

|_ar(x4- Ax)...(x4-/iAj:) I x[X'\'Lx),,\x-\'{n-^\)Lx\ 
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donc 



^j?(jr-|-Ax) . .[x-H (« 4-i) Ao;] 
— I 



(/i 4- 1) Aa? . j?( a? -f- Aa:) . . . ( j: 4- /ï Ax) 

226. Déterminons maintenant Sa'. Nous avons vu 
que Ton avait 



on aura donc, en intégrant les deux membres , puis divi- 
sant par a^' — I, 

et, par suite, 

w^" a* 

S^-^C se déterminera parle moyen des équations (3), 
en cherchant successivement 2* C , 2* C , etc. 

22T. Nous avons trouvé 

. , ,. . aàx ( a^x ,\ 
A $m [ax H- 6) = 2 sm cos I ax H h ^ ) ? 

ûAj? , / aLx ,\ 
A QX^iax -f- A ) = — 2 sin sin ( ax H h ^ 1 • 

2 \ 2 y . 

Intégrant les deux membres, et remplaçant x-\ par a: , 

on obtient 

\'sin(ûa?-f- h) = — • cos ( a.r 4- ^ ) H- C , 

2 sin ^ ' 

2 

2cos(aa:-h ^)= -7-^^ ' sin [ax^h- ^ j -f- C 



2 sin- 



■Je» 






sèrio*' 



\ 



.n^» 




ttôe» 



:«,* 



Un- 



eottesço**"-'-^ «•*"•=" 



5\» 



NaVettf** soVt 



désïS?' 



téî»* 



ftttVÇ®' 



*^r5î^^"'" 



«««"=»«>» 














de* 



,^«f 






sva»w* 



de*' 
f 

CCI 



dVffétc*^' 



,\iï * „, 






ces "- „ot«xÇ°*^'' 



este" 



,n«à*'>^''' 



ade 



d'oo® 



t< 






ot^ 



"^s;>ir^*-'""' 






, ^^^'j 



y-lt: 



y u» - 



:*'» 
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on aurait 



X f X \ 



LX I .-2 

C et C étant deux constantes arbitraires. On détermine- 
rait ainsi une somme d'un ordre quelconque, au moyen de 
lâ fonctiotfdonnée v et de ses différences , dans lesquelles 
on ferait x = o. Il est facile de voir que Ton pourrait par- 
tir de toute autre valeur particulière de x, 

229. On peut encore exprimer l'intégrale Z u au moyen 
de l'intégrale / udx ^ et des fonctions u^ —'i -^-^5 etc. 
En effet, le théorème de Taylor donne 

du, d'^uLx^ d^ u dx^ 



Att = -j-àx-^ 



dx dx"^ I . 2 dx^ 1.23 ' * ' 

d'où 

yrydu ^x^^^-yd^u àx^ ^^d^ U 

" = ^"2^+77^2^ + iT^ 2^ +••■• 

Si l'on prend toutes les sommes nulles pour a: = a:© 9 <?t 
qu'on désigne par i/q la valeur de u correspondante ii Xq , 
on aura 

2 du Ax^ -^ryd'u Ajc^ ^r^d^u 

dxi.^.^dx^^.i.Z^dx^ ' 

d'où Ton tire 

v^dfM u — Wo Ax y^d^ u ^X' y^d^U 



idx àx 



772 2^1hÙ^ "~ ! .2.3 2d d^ 



Si l'on remplace successivement u par i udx et par — > 
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~> etc., on obtient 



2€/'/i I du Ax ^d^u Ax' ^d*u 
dj^ "" Âj ^ "" TTâ '^^ " r. a . 3 ^"5r*" "" • • » 






les termes en dehors des signes £ devant être pris entre 
les mêmes limites Xo, x. 

Reportant dans la valeur de Su celles de "^-j-» 
^-7-^9 etc., on obtient une équation de la forme 



2-=ir 



tf€6r ^+AAx--- 4-BAx»-;— - 



On déterminera les coefficients A, B, etc., en posant 
/« = e* et Jfo = — oc 5 ce qui donne l'identité 

— -^ = {4 -4-AAx^-BAx'^-. .. ). 

Le développement du premier membre fera connaître 
immédiatement les coefficients A , B , C. . . . Or il est facile 
de démontrer que tous ceux qui multiplient les puissances 
paires de ù^x sont nuls. Pour cela, nous ferons passer le 

terme dans le premier membre -, il suffira alors de 

faire voir que l'expression résultante jouit de la propriété 
de changer de signe sans changer de valeur lorsque Ton 
y change Ax eu — ^x\ ou , en d'autres termes, que Ton 
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a identiquement 



I i_ I i_ tf"* _i^ 

ce qui se vérifie Immédiatement. 
On a donc 

B = o, D = o, F=ro.... 

On trouvera ensuite 

12 720 

et, par suite, 



(0 

720 [_ dx^ 






Les coefficients numériques qui multiplient — > — ^— ^ , 
5 etc., jse nomment les nombres de BemoulU, 



2.3.4.5.6 

Leurs valeurs sont 

I I I I 5 

^' = 6' ®^="33' ^* = 4Ï' ^' = 3i;' B» = 66^^'<^- 

La formule de Bjp_i est assez compliquée. 

En faisant usage de ces nombres, la formule (i) de- 
vient 



(^) 



I r j w — w« „ Axfdu du\ H 

^^Jx, 2 1.2 Lrf* \^-«^/oJ 
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Sommation des séries. 

290. Si Ton considère la saite des Yalenrs que prend 
une fonction u de x, lorsque x croît par degrés égaux, de- 
puis une ceruine valeur jusqu^à une autre , on aura une 
série dont la différence sera la fonction u , dans laquelle 
on donnera à x sa dernière valeur augmentée de Ax. 

En effet, posons 

x=:/iAx, et Su. =: a 4- «1-4- «j-f-. . . -t- ««, 

le premier terme u correspondant à x = o. 

Si Von augmente x de Ax, /i augmente de i, et la série 
augmente de ii„^f ; elle est donc renfermée dans 1* expres- 
sion générale de £«„+i. et Ton a 

Sfi, = 2ii^, -f-ç, ou Sir,= 2«.-ha,-f- c, 

la constante arbitraire devant être déterminée par la con- 
dition que les deux membres soient ^aux pour une cer- 
taine valeur de n. 

Si Ton suppose les accroissements de la variable égaux 
à Tunité , ce quon peut toujours faire par un change- 
ment de variable; on aura 

S «x = 2 «X -+- «X -f- ^ = 2 tt,+, -\- c. 

Appliquons cette formule à la recherche de la somme 
de quelques suites. 

231. Supposons d'aboi-d Wjr=x", c'est-à-dire cher- 
chons la somme des puissances m des nombres entiers, 
depuis o jusqu à X, ou trouvera, en faisant usage delà 
formule que nous avons donnée pour 2x~, et observant 
que la constante doit y être supposée nulle, 

> . * x{xH-i) 

Sx = l4-2-4-3-h...-|-X = -x»-|- -X=:— i ^, 

2 2 1.2 
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•^ 020 

__ j:(jrH- l)(2x-t- i) 
I .2.3 

I I I x*(j:-|-i)^ 

' 424 4 

Sx*=i-»-i6-f-8i+... -<-x«=^x*-h-^'+T^^— ^«, 

5 2 3 3o 

Sx*=i-4-32-h243+...-Ha:*=^x'-f--a:*H x* ^ar'. 

6 2 12 12 

232. Nous avons trouvé précédemment 

A.x{x-^àx). . .[j? 4- (« — i) Ax] 

= (« + Aa:)(x-h2Ajr). . .[ar4-(/i — i)Aj:]/iûa:. 

Donc , en changeant n en n H- 1 , 

^^ (jr -h A j?) (x -h 2 Ax) . . . (x -H a /i Ax) 

Si Ton considère de même la formule déjà trouvée 

I — (/i — i) Ajc ^ 

;r(x-f-Ax). . .[x-f-(/i— 2)Aar]~a:(ar-f-A«)...[j:4-(« — i)Ar] 

on aura, en intégrant, 

2j 



(jc4- Aj:). ..[x-4- (/î — i) Ax] 
i I 



(/i — i)Ax x{x-i- iix),,.[x^(n — 2)Aa:J 

D'après cela, il est facile de sommer les suites dont les 
termes généraux sont les expressions que nous venons 
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dMntégrer, et l'on obtient les formules suivantes : 

S(x + i)(a:-ha).. .(j:+/2) = 2(x-h2)(x-f-3)...(a:-4-/i-M)-hc 

n-\-i 



= 27 n 5v ; — : r-T+<^ 



(x-M)(x-h2). ..(xH-/f) (x4-2)(x-h3).. .(x+^-Hi) 
I I 



I.2...(/l— 2)|(/l— 1)« /I— I (.r-h2)(xH-3). . .(x-l-'î) 

en supposant que le premier terme de chacune de ces deux 
suites corresponde à x=: o. 

233. Passons aux fonctions transcendantes, et cher- 
chons d'abord Sa*. 

Nous avons trouvé 

a' 
la'=--- , 

et l'on doit avoir 
donc 

Si le premier terme de la suite correspond à x = o, on 
devra avoir 

1 = —7 h c , d'où c = — 



234. Déterminons encore S sîn (a r-hb) j S cos [ax^b) . 
On a 

S sin [ajr H- ^) = 2 sin (flx H- a A x 4- ^) -h c 

I / a^x A 
= -— cos ax H j- ^ ) -|« c, 

2sin ^ ^ 

2 

Scos{aX'^ b) r=r 1 cos (ax -^ a ^x -^ b) -i- c 



I 

•sm 



. a^x 

2Sin 

9. 



(aùkx .\ 
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Si les séries doivent commencer à x = o, on trouvera , 
pour, la première, 



cos 



i'-'-^) 



Cz= '-j 

2Sin 

2 



et , pour la seconde , 

sm I 1 

c^ i ?_Z. 

*^— ^A^ ' 



. aûix 

2 8in 

2 



et, par suite, 
S sin (ax 



h '. I — cos ( a j: H h h 1 

2sin 

2 

— i — j "° (t -^ ^) 



sin 

2 



sin tf.r H h * I — Sin I * 1 

.^)=_V ^ / \ ^ / 



S cos (ax - 

2sin 

2 



. lax -{' a^x\ fax ,\ 



Sin 

2 
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CHAPITRE XXVm. 

FORMULES d'interpolation. 



235. Lorsque Ton counait un certain nombre de valeurs 
d'une fonction, correspondantes à des valeurs données de 
la variable x , et que l'on veut déterminer celles qui se 
rapportent à des valeurs intermédiaires de x , l'opéradon 
qui y conduit se nomme interpolation. L'objet qu'on se 
propose, en général, dans cette recherche, n'est pas d'avoir 
des valeurs exactes, mais d'obtenir le plus simplement 
possible des valeurs qui aient un degré suffisant d'approxi- 
mation. 

Dans le n^ 228 nous avons trouvé la formule 



I .2 



X A .^ , _ 

A/^H i A'a 

A or 1.2 

(1) 



A^ V--- . V-" 

H ^ '—^ A^« ■ 

1.2.3 



u désigne la valeur de la fonction , pour j: == o 5 et les va- 
leurs de X croissent par intervalles constants égaux à Ao:. 
Cette série se termine à A"u si la différence de l'ordre n 
est constante. 

Or, si l'on donne les valeurs m, Mi, Mj,..., «„, et, par 
suite, z/, Am, A'w,..., A"m, oif pourra se proposer de 
trouver la fonction u^ par la condition de reproduire les 
valeurs particulières m, //i,..., w,,, lorsqu'on donnera à x 
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les valeurs o, Ax,..., nAx, et, de plus, d'avoir sa diffé- 
rence 71**'"* constante , ce qui simplifiera la formule. 

Ainsi la formule (i), arrêtée à A^ii, donnera pour u^ 
une fonction du degré m en jc, qui satisfera aux conditions 
demandées. Et, si on la considère comme exacte, elle fera 
connaître les valeurs de m, correspondantes à une valeur 
arbitraire de x. Mais il est convenable de ne l'employer 
que pour des valeurs comprises entre o et nAx, à moins 
que l'on ne sache que les différences des ordres supérieurs 
à n peuvent être négligées sans erreur sensible. 

Si la première valeur u de la fonction correspondait à 
x = Xo et non à x=:o^ la formule (i) ne subsisterait 
pjus, et l'on devrait y remplacer x par x — Xo- 

236. Lorsque l'on connaît u^ Au,..., A"i/, et que A^u 
est constante, on formera chacune des diverses valeurs de 
A"~* u en ajoutant A"ii à la précédente. On obtiendra de 
même chacune des valeurs de A""~* u en ajoutant à la pré- 
cédente sa différence, et ainsi de suite, jusqu'aux diverses 
valeurs de m, depuis la première jusqu'à rinfînî. 

• Ce procédé .est employé pour la formation des Tables, 
soit d'après un certain nombre de termes connus entre 
lesquels on veut en placer d'autres , soit d'après une équa- 
tion exacte, mais d'une application peu commode. 

237. Quelque rapprochés que soient les termes consé- 
cutifs d'une Table, on a souvent besoin d'en considérer 
d'intermédiaires, et l'on peut, la plupart du temps, con- 
sidérer les différences secondes comme nulles. Dans ce 
cas, en supposant la valeur de x comprise entre x% et 
Xo-h Ax, la formule (i) donnera, en y remplaçant x 
para: — jC©, 

Ut = u -I Au, 
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Si Ux était donné et que x fïkt l'inconnue , on tirerait delà 

Ug^ Il 

X = x, H Ajr. 

Si Ton ne peut négliger que les difîérences troisièmes, on 
prendra un terme de plus dans la formule (i). Dans ce 
cas, la formule ne donnerait pas aussi facilement x d'à-, 
près Uxt parce que l'équation est du second degré en x : 
la difficulté serait encore Bien plus grande si l'on prenait 
un plus grand nombre de termes. On emploierait alors 
les procédés d'approximations que fournit la tbéorie des 
équations numériques. 

238. La formule (i) suppose que les valeurs de x crois- 
sent par degrés égaux ^ ce qui n'arrive pas toujours. Nous 
allons faire connaître une formule qui donne la valeur 
de la fonction, lorsque Ton connaît les valeurs 1/09 ^\ 
«tv*M ^'n qu'elle prend quand x a les valeurs arbitraires 

X y Xl j Xjy , . , f .X'j,. 

Nous prendrons encore une fonction entière et ration- 
nelle de Xy de degré n ; elle renfermera n -H i coefficients 
indéterminés, et l'on pourra , par conséquent, l'assujettir 
aux /i + 1 conditions données. 
Soit donc 

tt,= a-+-6xH-7Jr'-f-...-+-fAa:", 
on aura 

w. = tt 4- Cxo -f- 7^; -h . . . -+- fA *; 
9 

ii„ = a -+- 6x„ 4- 7«?J -h ... 4- fi^;;. 
D'après la théorie des équations du premier degré, les 
valeurs de a, 6.,..., fx contiendront i/o, Mm».? "n en fac- 
teurs à leurs différents termes, de sorte que Uj, pourra se 
mettre sous la forme 

//, = X//c 4- X, «, + Xj Wj 4- . . . 4- X« w«. 
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Or Ujc se réduit à i/o pour x=^x^'^ ou y. satisfera donc 
si X devient alors égal à i et si Xi, Xj,. .., X„ deviennent 
nuls, c'est-à-dire s'ils sont divisibles par x-t-Xq. Il en 
serait de même pour chacune des autres valeurs de 0:5 on 
prendra donc pour X le produit d'une constante par tous 
les facteurs x — J^o, ^ — ^it-^j x — a:„, excepté j: — x^\ 
pour Xi le produit d'une autre constante par les mêmes 
facteurs, excepté x — .Ti ; et ainsi de suite. Par là on voit 
(Ju'en substituant chacune des valeurs de a:, il ne restera 
que le terme où entrera la valeur correspondante de u^^ 
et il ne reste plus qu'à rendre égal à l'unité son coefficient. 
Soit x^ une quelconque des valeurs données de j:, et //^ la 
valeur correspoudante de m, ■ 

Xp renfermant les facteurs x — otovî ^ — ^n^, ex- 
cepté X — OTp, il est évident que, si on le prend égal à ce 
produit divisé par la valeur que prend ce même produit 
quand on y fait x = J^p, . Xp se réduira à i pour x = x^,. 

Les quantités X, Xi,.»-? X„ seront donc ainsi détermi- 
nées de manière que l'équation du degré nçxix qui donne 
la valeur de u^ soit satisfaite par les w + i couples de 
valeurs données, et aucune autre expression du même 
degré ne pourrait devenir égale aux mêmes valeurs 
Wov*5 "/» pour les mêmes valeurs de a:, sans coïncider 
avec elle. 

La formule cherchée sera donc 

«,= //,' 



] {x — x^){x— 3:2). . . (x-— x^) 

[x — OTo). . . {x — Xn-y) 



-!-«« 



\^n — -^0 ] • • • \^'n •**/»— 1} 



Lagrange a donné une autre formule d'interpolation, 
II. 21 
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procédant soivant les sinus des multiples d un certain 
arc, et qui Va conduit à une formule renfermée dans celle 
du n** 125. 

jipproximaiion des quadratures , des cubatures et de$ 
rectifications, 

239. Toutes ces questions se ramènent, comme nous 
l'avons vu, h une ou plusieurs intégrations par rapporta 
une seule variable, entre des limites déterminées. Il suffit 

donc de considérer l'intégrale i f(x) dx. 

On peut, pour en déterminer la valeur, prendre la for- 
mule (i) du n^ 229, qui donne, en remplaçant ùkx par J, 
et supposant u =f[x)^ 



'.)] 



-♦"^f-^^W -/"(-.)]+■••• 

Si Ton su|)pose d assez pcli t pour qu'on puisse négliger J*, 
on aura simplement 

Si l'on regarde /(x) comme l'ordonnée d'une courbe, 
celle dernière expression est celle de la somme des tra- 
pèzes compris entre les ordonnées successives, les cordes 
çle la courbi; et l'axe des x, 

240. On peut encore employer la formule d'interpo- 
lation (i) du n" 235 pour représenter l'ordonnée de la 
courbe, puis l'iniégrer entre les limites données^ ce qui 
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n'offrira ancnne difficulté, poisque cette expression est 
entière et rationnelle. 

L'emploi de cette formule rerient à remplacer la courbe 
dont il s* agit par la parabole de degré n — i , qui a n points 
conununs ayec elle. 

Quelquefois, au lieu de prendre cette dernière courbe, 
on considère une suite de paraboles du second degré pas- 
sant chacune par trois des points donnés, et Ton rem- 
place les parties correspondantes de Taire cberchée par 
les aires de ces diverses paraboles^ comprises entre les 
deux ordonnées extrêmes qui s'y rapportent. Il faut, pour 
cela , que rinterralle b — a soit partagé en un nombre 
pair de parties ; et chaque parabole donnera Taire ayant 
pour base deux de ces parties consécutives. 

L'équation de la parabole du second d^ré. passant par 
les points dont les abscisses sont o, A x, 2 Ax^ et les or- 
données y©, /i, J't, est 

X l X / X \ 

son aire entre les ordonnées jojj"* est 



OU 

Aj? 



3 (ro-i-4r. -♦-rO- 

On aura de même Taire comprise entre j-j etj"*, entre ^^4 
et ye; et enfin entre j,„_, et Jî„; et il faudra faire la 
somme des expressions suivantes, dans lesquelles j'o-. 
ri,...,yj„ désignent les valeurs dey*(a:) relatives aux 
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valeurs a, a+ Ax,. , .^ei b on a + nùkx: 

3-î^. -t-4r. -^.>0» 
-ô-t.'» -^-4.'■' -^J'4)» 



y {y^^t -h 4r*.-t -hjîi.). 



aura ainsi 



L'aîrc chercliéc, ou Tîntégrale I f\x)dx^ 
pour valeur approchée, 

/^x ; f/j: T= — ; .V. -h j,„; -+- -y (/« -H r4 -+- . . . + v„_,) 

4ax. 



(r. +^3 -f-..--f-rtt-.). 
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CHAPITRE XXIX. 

COUKBUBE DES SURFACES. 



241. Une surface ue pouvant avoir, en général, un 
contact du second ordre avec une sphère, on ne peut rap- 
porter la courbure des surfaces à celle de la sphère, comme 
on a rapporté la courbure des lignes à celle du cercle. 
Pour se faire une idée de la courbure d^ui^ surface en 
un de ses points, l'un des moyens qu'on emploie con- 
siste à faire des sections dans cette surface par des plans 
passant par le point que Fou considère, et à déterminer 
la courbure des lignes ainsi obtenues. Les sections qu'il 
parait le plus naturel d'examiner sont celles qui' sont faîtes 
par des plans normaux jà la surface : c'est par elles que 
nous commencerons^ nous verrons ensuite comment leur 
courbure détermine immédiatement celle des autres. 

Soit ^ = F (^5^) l'équation de la surface 5 nous suppo- 
serons, pour plus de simplicité, que l'on ait choisi le 
plan langent au point que l'on considère, pour plan des x 
et y^ et la normale pour axe des z ; les propriétés indé- 
pendantes des axes, que nous découvrirons ainsi , auront 
le même degré de généralité que si le système d'axes avait 
été tout autre. 

Un cercle situé dans un plan passant par l'axe des z^ et 
tangent, à l'origine des coordonnées, à la section faite par 
ce plan dans la surface, aura pour équations ' 

y =: mx , x' H- jr' -H 7* — 3t R z = o ; 
d'où 

x' (i --h w*) -h «- — 2Rz = o. 
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Pour qa'il y ait un contact du second ordre arer la sec- 

tion , il faut que y-7 ai t la même valeur dans Tune et Tautre 

courbe. Or la dernière é(| nation diflerentiée deux fois 
donne 





1 


-4-/w»-+- 


(z-R; 




m 


= 0- 


AT 


origine , 


on a 


x = o, 


dz 
da-^ 


= 0; 




d*où résulte 














I 


^m«- 


R^'^ 
'^d^^ 


= 0, 


R=i 


d^z 
dx' 



•T'Y n'étant pas une dérivée partielle. Pour en obtenir la 

valeur, il faut remplacer j^ par mx dans Féquation de la 
surface, puis différentier deux fois par rapport à or, et 
faire JC,^', z nuls : on trouve ainsi , pour valeur de la dé* 

rivée totale r— » 
dx^ 

r-h ism -h tiri^y 

r, Sy t désignant respectivement les dérivées partielles 

d'^z d^z d^z 
^' dxdf dy^' 

Le rayon de courbure R de la section normale aura donc 
pour expression 

I) R = — -. 

Il restera toujours fini et de même signe si l'on a 5* — rt<^o: 
la courbure sera donc toujours dans le même sens. Il de- 
viendra infini et changera de signe si 5' — r^> o 5 la cour- 
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bure changera alors de sens. Si s^ — r^ = o, il devient in- 
fini sans changer de signe. 

242. Si l'on cherche le maximam et le minimum de 
cette expression relativement à la variable m, on con- 
naîtra le plus grand et le plus petit rayon de courbure des 
sections normailes. L'équation qui détermine ces valeurs 
particulière est 

(2). 5/w* -f- (r — t)m — s = o. 

Les deux racines de cette équation sont réelles et de 
signes contraires ; substituées dans la seconde dérivée de R, 
elles donnent des résultats de signes différents, et, par 
conséquent, correspondent, Tune à un maximum, l'autre 
à un minimum algébrique. 

Le produit de ces deux racines étant — i , les deux plans 
qui renferment les sections de plus petite et de plus grande 
courbure, et que nous nommerons sections principales, 
sont rectangulaires entre eux. 

243. Si Ton prend ces deux plans pour plans des x^ z et 
des j^, z, l'expression générale de R se trouve simplifiée. 
Car les deux racines de l'équation (2) devant être alors o 
et QO , on devra avoir ^ = o, et, par suite, 

I -f. ni" 



R = 



tni' 



Dans le cas actuel , deux valeurs de R suffiraient pour 
déterminer r et f ; ainsi, quand on connaît la direction 
des sections principales, les courbures de deux sections 
normales quelconques de position connue déterminent 
toutes les autres. 

Si l'on désigne par p, p' les rayons maximum et mini- 
mum, on aura 

^ r ^ t 
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On peut donc exprimer R en fonction de p, p', m, et ron 

obtient ainsi 






OU , eu posant m = tang a , 

-— = - ces' a H- - sin* a. 
R p p' 

Si l'on désigne par v la courbure d'une section quel- 
conque, et par v', i;'' celles des sections principales, elles 

seront respectivement égales a — ? -» -,5 comme nous 1 a- 

vous vu dans le calcul différentiel , et l'équation précé- 
dente devient 

( 3 ) V =r v' cos' a 4- v' sin* a ; 

d'où Ton voit que les deux courbures principales détermi- 
nent celles dé toutes les sections normales. 

On déduit de cette équation plusieurs conséquences im- 
portantes : 

1°. Si Ton mène par la normale deux plans également 
inclinés sur le plan d'une des sections principales, la cour- 
bure des deux sections sera la même ; 

a°. Si Ton mène deux plans également inclinés sur les 
plans respectifs des deux sections principales, de quelque 
côté que ce soit, la somme des courbures de ces sections 
sera constante et égale h la somme des courbures des sec- 
tions principales. 

Car eu les désignant par v etVi^ on aura 

v=r v'cos'a-f-v"sin'a, Vi =rv'sin-a -f-v"cos^a, 
d'où 

V -f- V, =: v' 4- v". 

Si les deux angles a «ont pris dans le même sens, les 
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plans sont rectangulaires : d'où l'on voît que la somme 
des courbures de deux sections normales rectangulaires 
entre elles est constante. 

3**. SI l'on fait a = -j on a i; = Donc la cour- 

bure de chacune des sections dont les plans partagent en 
deux parties égales les angles des plans des sections prin- 
cipales , est égale à la moyenne entre les deux courbures 
principales, et la sphère qui passe par les cercles oscula- 
teurs de ces sections donne la même somme que la sur- 
face, pour les courbures de deux sections normales rec- 
tangulaires. On voit encore que deux plans également 
inclinés sur un de ces plans moyens donnent des sections 
dont la somme »des courbures est V -H v"^ puisque ces 
plans font des angles égaux avec ceux des sections prin- 
cipales. 

244. Indicatrice. — Si, a partir d'un point quelconque 
d'une surface, on prend sur la normale une longueur 
infiniment petite, et que par son extrémité on mène un 
.plan perpendiculaire à la normale, il coupe la surface 
suivant une courbe infiniment petite, que M. Ch. Dupin 
a considérée le premier, et qu'il a nommée indicatrice. 
Toutes les propriétés que nous venons de démontrer s'en 
déduisent très-simplement, ainsi que beaucoup d'autres, 
qu'il convient d'étudier dans les ouvrages de l'auteur. Il 
est facile de reconnaître d'abord que cette courbe est du 
second degré, si l'on néglige les quantités infiniment pe- 
tites par rapport à ses dimensions ; . ce qui signifie que, 
lorsque celte courbe tend à se réduire à* un point, à me- 
sure que son plan se rapproche du plan tangent , une 
courbe finie qui lui serait semblable aurait pour limite 
une section conique. 

En effet, si l'on prend la normale pour axe des z^ Té- 
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quation de la surface, rapportée à des axes rectangulaires, 

sera généralemeut 

et l'ou sait qu'on peut trouver dans le plan des x, j^deux 
axes rectangulaires particuliers tels, que le rectangle xj 
ne se trouve pas dans le second membre. En les choisis- 
sant, l'équation de la surface sera de la forme 

On sait encore que si les coefficients r, t sont inégaux, il 
à'y a qu'un seul système d'axes rectangulaires qui jouisse 
de la propriété de faire disparaître le rectangle ocy ; et que, 
s'ils sont égaux, il y en a une infinité. 

Si maintenant on fait z = ajCL étant infiniment petit, 
et qu'on se borne aux termes du second degré en x et j", 
on aura pour équation de la section, qui est l'indicatrice, 

(i) rx^ ->rty^z=i7.0L, 

équation qui représente une ellipse ou une hyperbole, 
doptle centre est sur la normale. 

Soient A [fig. 7) le point de la surface, AN la nor- 
male, A0= a, et BC l'intersection du plan de Uindica* 
trice par un plan normal quelconque. Le centre de cour- 
bure de cette section est la limite de la rencontre de AN 
avec la pei'pendiculaire élevée sur le milieu de la corde 
AC ; et si l'on appelle R le rayon du cercle osculateur, ou 

OC 
aura R=-7rr' ^^t ^^ désignant par 2X le diamètre BC de 

l'indicatrice que nous supposerons elliptique, R = — • 

On conclut de là que les sections dont les plans passe- 
ront parles axes de l'indicatrice, auront la courbure maxi- 
mum ou minimum. Toutes les autres conséqueuces s'en 
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déduiront facilement, et l'expression de R en fonction 
de r, J, i s'obtiendra comme précédemment pour un plan 
(juelconque ayant pour équation y = mx : car on aura 

2a(i H-mM ^ i -f- w' 
V= — ^ r-^) et, par smte, R= -• 

Si l'indicatrice était une hyperbole, le rayon de courbUre 
deviendrait infini lorsque le plan de la section passerait 
par une de ses asymptotes, puis aurait une expression né- 
gative si l'on ne changeait pas de signe a. Il faudra donc, 
pour l'avoir positif, mener le plan de l'indicatrice de 
l'autre côté du plan tangent; ce qui montre que la cour- 
bure des sections a changé de sens. Les deux indicatrices 
que l'on obtient ainsi sont deux hyperboles conjuguées, et 
leurs axes réels correspondent aux sections de plus grande 
courbure, parmi toutes celles qui sont situées du même 
côté du plan tangent. 

Si l'on avait conservé le signe de l'expression de la 
courbure, on aurait, comme nous l'avions dit en général, 
un maximum et un minimum pour les courbures prin- 
cipales. 

L'indicatrice pourra encore être du genre de la para- 
bole , qui comprend le cas de deux droites parallèles ; 
c'est ce dernier cas qui arrivera si Ton a 

r = o ou t=o. 

Cela ne signifiera pas que la section de la surface par le 
plan parallèle au plan tangent n'est pas une parabole ; car 
une parabole dont le paramètre est infiniment petit, étant 
considérée à une distance finie de son sommet, se confond 
sensiblement avec deux droites parallèles. Ainsi, lors 
même que la section serait une parabole, l'indicatrice se 
présenterait comme l'ensemble de deux droites parallèles, 
excepté dans le cas où le sommet de cette parabole serait 
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à une distance infiniment petite du point que Ton consi- 
dère sur la surface : ce cas ne peut être qu'exceptionnel, 
puisqu'il n'a pas lieu dans l'hypothèse la plus ordinaire , 
où l'ëquation de la surface peut être développée comme 
nous Tavons supposé. 

Lorsque l'indicatrice est du genre de la parabole, il n y 
a qu'une seule direction pour laquelle la courbure soit 
nulle, ou le rayon de courbure infini 5 c'est celle de l'axe 
de la parabole. 

Cette direction est celle de la courbure minimum; la 
courbure maximum est dans la direction perpendicu- 
laire. 

245. I^ courbure des sections obliques se ramène à 

celles des sections normales. En effet, soit HK (^^-8) 

riuterseclion du plan de l'indicatrice et d'un plan passant 

par la tangente en A , àla section normale BAC , et faisant 

un angle e avec le plan de cette section. La corde HK étant 

parallèle à la tangente menée en A à la courbe HAK^ 1/ 

perpendiculaire AP abaissée de A sur KH , partage cet' 

ligue en deux parties que l'on regardera comme égale 

parce qu'elles ne diffèrent que d'un infiniment petit 

second ordre : OP est perpendiculaire à HK, et du sec* 

OP 
ordre comme AO, puisque— = tange. On peut c 

regarder les longueurs BC , HK comme égales 5 et le n 
de courbure de la section HAK , qui a pour valeur 

sera égal à — =—-? il «?st donc ésjal à celui de la 
° 2PA' ^ 

AO 
normale BAC multiplié par - - - ou cose. D'où ' 

Ir A. 

duil ce théorème remarquable, dû à Meunier 
rayon de courbure d\uic section oblique s*ol 
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projetant sur le plan de cette section le rayon de cour-- 
bure de la section normale gui a la même tangente. 

246. La position parliculière que nous avons donnée 
aux axes a rendu plus facile la démonstration des pro- 
priétés précédentes ^ mais il est nécessaire de traiter la 
question pour une position quelconque des axes^ parce 
qu'on peut avoir à déterminer les sections principales en 
un point quelconque d'une surface , rapportée à des axes 
rectangulaires quelconques. 

Soient a/n j^, z' les coordonnées d'un point quelconque 
d'une surface donnée , et a , 6 , y les angles formés avec 
les axes par une tangente à la surface en ce points on 
aura cosy = p cosa -+- q cos 6 , "puisque l'équation du plan 
tangent est z — j^ = p (x — xf) -+- g (y — j') 5 et que 
les différences x — ^^ J" — J^» 2 — z' sont proportion- 
nelles aux cosinus des angles que fait avec les axes une 
droite située dans ce plan . Si l'on substitue à cos y sa valeur 
y'i — cos' a — cos* 6 , on obtient 

(i) (i -+-/?') cos*a -f- a pq casa, cos^ 4- (i 4- ^')cos'6= i. 

C'est la condition pour que les angles a , 6 appartiennent 
à une tangente quelconque. 

. Si , par le point (a/, y, z^) et par un autre point infini- 
ment voisin pris sur la courbe qui se rapporte à cette 
tangente , on mène deux plans normaux à cette courbe , 
ils se couperont suivant l'axe du cercle osculateur de 
cette courbe, et les équations de cette droite seront 

{x — a/.)d'x' -h (r —y)dy + (2 — z') cTz' = ds'\ 

Cette ligne étant dans le plan normal à la surface, ren- 
contre la normale, dont les équations sont 

X'-'Jc'-\rp[z'—z')=^o^ X — y +7(2 — z') = 0. 



334 LivmB IV. 

Les coordonnées x^ y^ z àvL point de rencontre serœu 

données par les équations 

en posant 

La valeur de D peut être transformée en différentiant 
1 équation 

dz' =ipdx' -^qdy^ 
ce qui donne 

d}z' =pd'3i^ ^ qd}y + rdx'^ -h 2 sdx' df -f- rrf/S 

et, par suite, 

Idx'y dx' dy' fdyy 

= /• cos'a H- 2 f cosa cos € + / cos'6. 

Ou voit par là que D reste le même si a et 6 ne chan- 
gent pas ; il en est donc ainsi du point de rencontre de la 
normale «à la surface, et de Taxe du cercle osculat(*ur de 
toutes les sections obliques , dont le plan passe par la 
même tangente. 

Il résulte de là que toutes ces sections ont leurs centres 
de courbure sur une circonférence dont le plan est per- 
pendiculaire à leur tangente commune, et dont le dia- 
mètre est la ligne qui joint le point de contact au point 
fixe, que nous venons de trouver sur la normale. Ce 
point est donc lui-mênie le centre de courbure de la sec- 
tion normale-, et Ton voit que les rayons de courbure de 
toutes les sections qui ont la même tangente sont les 
projections de celui de la section normale sur leurs plans 
respectifs. 

D'après les valeurs que nous avons trouvées pour les 
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coordoiinëes du centre de courbure de la section normale^ 
son rayon de courbure aura pour expression 



ou 


R — 


D ' 


(2) 


5-, • -^ I * ^^^iÛ 



247. Le maximum ou le minimum de R, relativement 
à la variation de a et S , correspond au minimum ou au 
maximum du dénominateur, et sera donné par l'équa- 
tion 

(rcosaH- s cos€)£?.cosa = — {jcosa-|- fcosS) //.cos6, 

on éliminera t/.cosa et rf.cosê en différentiant l'équa- 
tion (i) , ce qui donne 

[(i -h /?') cosa-i-^^ cosê]^/.cosa 
= — [(i -+-^') cos6 -^ P9 cosa]û?.cos6, 

et 5 divisant ces deux équations par ordre, il vient 

reosa -i- jf cosê f ces 6 -f- ^ ces a 

(i H-/?') cosa -^ pq cos6 { i -H ^') cosê -f-joçr cosa 

Les équations (i), (2), (3) déterminent les valeurs 
de a , S 5 R , qui se rapportent aux sections principales. 
Pour faire plus commodément ce calcul, on multi- 
pliera par cosa les deux termes de la fraction qui forme 
le premier membre de Téquation (3) , et par cosê les deux 
termes du second membre , puis on ajoutera les numéra- 
teurs entre eux et les dénominateurs entre eux 5 la fonction 

résultante, qui est -9 sera égale à chacun des membre» 

de l'équation ( 3 ) , ce qui donne 

('^\ h' ( ''Cosa + ^cos6 = D[(i H-/?')cosa-|-/?<7cos6], 
I / cos6 -t- jcosa =: D[(i -f-«7')cos6 -J-/?7COsa], 
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OU 

( A\ ([^ (*"*"/'') — r]cosa=(j — joyDjcosS, - 
1 [D (i 4-7') — ^]cosê==(^— /r^D)cosa. 

Ces deux équations, multipliées membre à membre, 
donnent 

[D(i4.;,')-r][D(i ^ q^) ^ t] = {s ^ pgjyy, 
ou 

Cette équation fera connaître les deux valeurs de D rela- 
tives aux sections principales 5 et, comme on a 
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l'équation qui (lonncra les rayons de courbure de ces sec- 
tions sera 

Eiifiu les valeurs de a et S seront déterminées par l'équa- 
tion (i) et Tune des équations (4)» 

248. Si Ton veut connaître les points particuliers de la 
surface où les sections principales, et, par suite, toutes les 
sections normales ont la même courbure , il faut exprimer 
que les deux racines de réquation (5) sont égales. Il semble 
d'abord que l'équation qui en résulte entre p, çr, r, ^, f, 
jointe à celle de la surface, déterminerait une ligne ; mais 
il est facile de voir que l'égalité de ces racines conduit à 
deux équations. 

En effet , l'équation de condition peut se mettre sous la 
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forme . 

or elle ne peut évidemment être satisfaite qu'en posant 

-^^, — 5=0, et (, -f-;,»)f-(i 4.c7')r=:o, 



équations qui peuvent s écrire ainsi : 

r t s 



(6) 



I +/?' I H- ^- pq 



Ces deux équations, jointes à celle de la surface, déter- . 
minent un nombre Soi de points , auxquels on a donné le 
nom di ombilics. On les aurait obtenues en exprimant que 
les valeurs de D, données par les équations (4), sont 
indépendantes de a et S , comme cela doit être pour que la 
courbure de toutes les sections normales soit la même. 

249. Tangentes conjuguées. — Si l'on trace une 
courbe quelconque sur une surface , et que, par tous ses 
points, on mène les plans tangents à la surface, ces plans , 
par leurs intersections successives , détermineront une sur^ 
face développable circonscrite à la première. Ses arêtes 
sont inclinées sur la courbe de contact suivant une loi 
remarquable que M. Dupin a reconnue le pcemier, et que 
nous allons faire connaître. 

La question que nous nous proposons est donc celle-ci ; 

Le point de contact d'un plan tangent à une surface 
quelconque se déplaçant suivant une certaine direction^ 
trou{^er à la limite la droite suivant laquelle ce plan tan- 
gent sera coupé par le plan infiniment voisin. Ces deux 

IL 22 
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directions «ont tangentes à la surface , et M. Ch. Dupin 
leur a donné le nom de tangentes conjuguées. 

Pour cela, nous prendrons pour origine le point de 
contact de la surface avec le plan tangent que l'on consi- 
dère, et dans lequel nous prendrons les axes des x et y: 
nous choisirons, comme dans le n*^ 244, pour directions 
de ces deux axes , celles pour lesquelles le rectangle j(^ ne 
se trouvera pas dans le développement de z suivant les 
puissances ascendantes de ces variables. Nous aurons 
alors , pour a: =^ o , j^ = o , le§ conditions 

/>=o, 7 = 0, j = o. 

Soient a/, 7', z' les coordonnées infiniment petites du point 

de contact d'un second plan tangent^ la direction suivant 

. laquelle se sera déplacé le point de contact fera, avec Taxe 

des a:, un angle dont la tangente sera la limite de -7 5 lorsque 

a/, y tendront vers zéro -, nous désignerons cette limite 
par m. L'équation du plan tangent au point od y z' sera 

et si Ton observe qu'à l'origine on a 

p =: Oy gr = o, 5 = 0, 

. il s'ensuivra , en observant que x', y sont infiniment 
petits , 

r * f , f / r^^ 'y 

p'=zrx\ q'=ty\ z' = H — , 

2 2 

et l'équation du plan deviendra 

, , rx"' ty'-' 

z = ra/x^(y'jr~-^ _~^; 
2 2 
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faisant z = o polir avoir rinterseciion avec le premier 
plan tangent, qui est celui des x ei y^ il vient, en rem- 
plaçant j' par mx' et divisant par x\ 

x' 
rx + tmy (r -|- /n' f) = o. 

Pour avoir la droite cherchée, il suffit de faire j:'=:o 
dans celte équation, et il vient 

( 7 ) rj7 -f- tmy = o 

pour êqualion de la tangente conjuguée de celle dont la 
direction est déterminée par m. Si donc on désigne par 
m' la tangente de l'angle que cette droite fait avec Taxe 
des x, on aura 

tm 

d'où 

, r 

mm =r • 

/ 

On voit donc que les directions de deux tangentes con- 
juguées quelconques sont celles de deux diamètres conju- 
gués de la section conique ayant pour équation 

c désignant une constante quelconque. Cette courbe n'est 
autre que l'indicatrice au point que l'on considère, et 
dont nous avons donné T-équation dans le n° 244. Car 
on- désigne sous cette dénomination générale, non-seu- 
lement la section infiniment petite , faite dans la surface 
par un plan parallèle au plan tangent , à une distance infi- 
niment petite, mais encore à toute section conique sem- 

22. 
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blable à celle qui est donnée par l'intersection de ce plan 
avec la surface. 

L'angle de> tanj^eutes conjuguées est droit quand elles 
sont dirigées suivant les deux diamètres conjugués rec- 
tangulaires de l'indicatrice, et, par conséquent, suivant 
les directions des courbures maximum et minimum. 

Nous nous bornerons à cette propriété fondamentale 
des tangentes conjuguées , qui montre un nouvel usage de 
Findicatrice dans Tétude générale des surfaces , et nous 
renverrons, pour plus de détails, aux Mémoires mêmes 
de r auteur. 
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CHAPITRE XXX. 

LOIS SUIVANT LESQUELLES VARIE LA DIRECTION 
DE LA NORMALE A UNE SURFACE. 



250. Pour avoir une idée nette de la forme d'une sur- 
face, dans le voisinage d'un quelconque de ses points , il 
ne suffit pas de connaître la forme des sections faites par 
^ifis plans passant par la normale en ce point , quoique ces 
courbes détenninent tous les points de cette surface. Il est 
encore nécessaire de connaître la loi suivant laquelle varie 
la direction de la surface elle-même, ou de son plan tangent 
quand on marche suivant une quelconque de ces courbes, 
ou quand on passe de J'une à l'autre. Ainsi, la courbure 
des sections normales, d'où se déduit d'ailleurs celle des 
sections obliques , ne suffit pas pour donner, dans le voi- 
sinage du point, une connaissance approfondie de la forme 
d'une surface. Elle ne fait connaître que la loi d'inflexion 
des courbes tracées sur celte surface, et non la loi d'in- 
flexion de la surface elle-même. 

L'ingénieuse théorie des tangentes conjuguées ne suffit 
pas non plus pour remplir cet objet; car, quoique la 
dépendance des directions de ces deux tangentes soit liée 
d'une manière intime à la forme de la surface, elle ne sau- 
rait en donner une idée nette , parce qu'elle en est une 
conséquence très-éloignée. 

On voit donc ce qui manque encore dans l'étude que 
nous avons faite jusqu'ici de la forme des surfaces. Nous 
la compléterons au moyen d'une considération nouvelle, 
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due à M. Bertrand. C'est de sou Mémoire que nous avons 
extrait les diverses propositions que nous allons exposer. 

251 . Soient A (Jig* 9 ) un point quelconque d'une sur- 
face, et AZ la normale. Menons par AZ des plans dans 
toutes les directions, et sur chaque courbe d'intersection 
de ces plans et de la surface prenons , à partir de A , une 
longueur infiniment petite, AM = £,• cette longueur, di- 
visée par Tangle^des tangentes extrêmes, donnera le rayon 
de courbure de cette courbe au point A. 

Soit maintenant MN la normale à la surface en M. Sa 

direction sera déterminée par les angles qu'elle fait avec 

trois axes rectangulaires, par exemple la normale AZ, 

et deux droites AX, AY menés à angle droit dans le plan , 

tangent en A. Pour obtenir des expressions plus simpl«s 

pour les cosinus des angles cherchés, nous choisirons 

pour les axes AX, AY les deux directions pour lesquelles 

d'^z 
ou a nul à Torigine. Ce système est unique en gé- 

ïiéral ; on l'obtient en faisant disparaître le rectangle xy 
dans le développement de la valeur de z suivant les puis- 
sances croissantes de a: et y, La discussion est la même 
que celle que l'on fait dans la théorie des courbes du se- 
cond 'degré ; et si, après la disparition du ternie renfer- 
mant xy^ les coefficients de x* et j^ étaient égaux, tout 
système d'axes rectangulaires jouirait de la propriété de 
faire disparaître ce même terme. Cela posé, faisons, en 
général, 



dz . dz 


d'z 


d'z 


d'z 

dr^ = '' 


d.Tdx^'' 


m aura, à l'origine, 









/?z=ro, <7 = 0, S =z O. 

Si l'on désigne maiiitenanl par X, Y, Z 1rs angles que fait 
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avec les axes la normale en un point quelconque de la 
surface , on aura , comme on le sai t , 

cosX=>/?, cosY=r>7, cosZ^:^ — X, 

la valeur de / étant 

le double signe correspondant aux deux sens de la nor- 
male. 

Appliquons ces formules au point *M, et désignons 
par a l'angle que fait avec ZAX la trace AU du plan de la 
section sur le plan tangent 5 les trois coordonnées x^^j^ z 
du point M seront respectivement , en négligeant les infi- 
niment petits du second ordre, e cos a, e sin a, o. Pour con- 
naître les valeurs de Ip^ Iq^ — X au point M, il suffit 
d'ajouter à leurs valeurs en A les accroissements qu'elles 
subissent par les changements infiniment petits que re- 
çoivent les coordonnées quand on pas?e de Forîgine A au 
point M. Or, au point A , on a 

dp dq 

p~Oy q=:0, S= 'f-=-~^=:zO, et \=\, 
ay ax 

en choisissant le signe supérieur du radical. On aura 
donc 5 au point M , • 

(1) cosX = ercosa, cosY=ersina, cosZ = — i, 

et, par suite, 

sinZ= \/cos'X-+- cos'Y = s ^r*ços*a4- ^sin'a, 

ou, puisque Z est infiniment petit, 



Z = s v^H cos='a 4- r' sin'a , 
les valeurs de r et t se rapportant à Forigine. Telles sont 
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les formules très-simples qui déterminent la direction 
d'une normale quelconque infiniment voisine de la pre- 
mière. 

252. Nous avons dit que ce qu'il faut connaître, c'est 
la loi suivant laquelle varie la direction de la normale à 
la surface dans le voisinage du point A. Or, c'est à quoi 
l'on parviendra en exprimant, au moyen de a et c: 
1 ° l'angle 6 que fait avec AZ la projection MP de la normale 
MN sur le plan de la section, ou la normale à la section 
de la surface par le plan ZAM ^ a*' l'angle w de MN avec sa 
projection, c'est-à-dire avec le plan AZM. On peut re- 
marquer que la première de ces deux coordonnées angu- 
laires détermine la courbure de la section normale AZM. 
Considérons d'abord le premier de ces deux angles : il est 
complément de celui que MP forme avec AU ^ et, en 
négligeant toujours les infiniment petits de second ordre, 
ce dernier est le même que celui de MN avec AU , parce 
que le plan de l'angle infiniment petit NMP est perpen- 
diculaire au plan ZAU, et ses côtés font des angles finis 
avec AU. Mais, d'après les formules (i), le cosinus de 
l'angle de MN avec AU , qui est égal à 

CCS X cos a -f- cos Y sin a , 



aura 


pour 


valeur 

• 






m 








6 (rcos^a -h ^sin' 


«) = 


sinô 


= 



C'est le sinus de l'angle de contingence de la section, ou 
cet angle lui-même. En le divisant par l'arc e , on aura la 
courbure que nous désignerons par v^] ce qui donnera la 
formule 

(2) p=r reos^a -f- rsin'flr. 

253. Passons maintenant au second angle NMP. 11 est 
évidemment le complément de celui que MN fait avec la 
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perpendiculaire au. plan ZAU. Prenons la direction de 
celte dernière dans le sens où elle fait avec AX l'angle 

a -h- , et cherchons le cosinus positif ou négatif de l'angle 

qu elle fait avec MN : ce sera le sinus de NMP, ou cet 
angle lui-même, considéré comme positif quand la nor- 
male MN sera du même côté de ZAU que la droite menée 

sous l'angle a -f- -? et négatif quand il sera du côté op- 
posé. 

L'expression de ce cosinus est 

cosX CCS ( a H — I + cos Y ces a , 

OU 

s sina cosa [t — r) , 
ou encore 

8 sia2 a 



{t-r]. 

Si donc nous désignons par o) l'angle positif ou négatif 
NMP , nous aurons 

w = - zit — r) sin2a. 

2 ^ ' 

Les formules (2) et (3) donnent l'expression des deux 
cfuantités que nous nous proposions de déterminer-, nous 
allons en développer les principales conséquences. 

2S4. Conséquences de la formule (3). — Si nous sup- 
posons s constaul, l'angle w variera proportionnellement 
au sinus du double de l'angle a \ d'où il résulte immé- 
diatement qu'il est nul pour les quatre valeurs particu- 
lières 

7t StT 

a=0, a=r-j a =r tt, a = ? 

2 2 
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c'est-à-dire quand le point M se déplace suivant Tune 
quelconque des deux directions AX; AY. 

On voit de plus que Tangle w ne peut devenir nul pour 
aucune, autre direction, à moins que Ton n'ait ? = r, 
auquel cas il est nul pour toute direction. 

Nous obtenons ainsi cette propriété remarquable : 

En tout point d'une surface quelconque, il existe 
deux directions rectangulaires telles j que les normales à 
la surface menées par les points infiniment voisins du 
premier dans Vune quelconque de ces deux directions 
sont situées dans le plan normal conduit suiv^ant cette 
direction; elles sont donc dans un plan contenant la 
première normale y et y par conséquent , la rencontrent. 
Lorsqu'il y a plus de deux directions jouissant de cette 
propriété , toutes les autres en jouissent. 

Nous donnerons à ces deux directions remarquables la 
dénomination de directions principales. Il ne faut pas 
oublier que nous avons négligé les infiniment petits du 
second ordre. Ainsi l'on doit entendre que les normales, 
menées par les points situés à une distance infiniment 
petite les unes des autres dans ces directions, peuvent 
bien ne pas réellement se rencontrer,. maïs que leur plus 
courte distance, si elle n'est pas nulle, ne peut être 
qu'un infiniment petit d'un ordre supérieur au premier. 
Cet ordre est au moins le troisième d'après la remarque 
dun«270, tomeP^ 

On a donné un nom particulier aux courbes tracées 
sur une surface , et qui , en chacun de leurs points, ont 
une direction qui jouisse de la propriété que nous venons 
de reconnaître 5 on les nomme des lignes de courbure. 
On peut évidemment en faire passer deux par un point 
quelconque de la surface. 

255. La formule (3) conduit à une proposition gêné- 
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raie , que nous allons faire connaître , et d'où nous aurions 
pu déduira la précédente 5 mais celle-ci se présentait si 
naturellement, que noxis avons cru devoir la faire remar- 
quer immédiatement. Si nous considérons les dei4x direc- 
tions déterminées par les angles a et a H — 5 a ayant une 

valeur quelconque , les deux valeurs de w seront égales 
et de signes contraires ^ donc , en ayant égard au sens dans 
lequel nous avons fait voir qu'il fallait porter l'angle cù, 
suivant qu'il était positif ou négatif, nous pouvons établir 
la proposition suivante : 

Si, en un point quelconque d'une surface, nous con- 
sidémns deux directions rectangulaires sur lesquelles 
nous prenions des longueurs infiniment petites égales, 
et que, parleurs extrémités , nous menions des normales 
à la surface, ces normales feront respect ii^ement des 
angles égaux a\^ec les plans merCés par la normale au 
premier point et chacune des deux directions i et, de 
.plus , elles seront toutes les deux compi'ises dans V angle 
dièdre jdsoit que forment les deux plans, au toutes les 
dei^x en dehors. 

Cette propriété, comme Ta fait voir M. Bertrand, 
renferme évidemment la précédente. En efl'et, puisque le 
sens dans lequel il faut porter l'angle tù change en passant 
d'une direction à celle qui lui est perpendiculaire , il y a 
nécessairement une direction intermédiaire pour laquelle 
l'angle c«) est zéro. Il est donc nul aussi pour la diiection 
perpendiculaire à celle-ci, et Ton retombe ainsi sur la 
proposition précédente. 

256. Conséquence^ de la formule (2). — Considérons 
deux directions rectangulaires quelconques correspon- 
dantes aux angles a et a H — • Désignant par v, i/les cour- 
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bures de ces deux sections normales , nous aurons 

V = rcos'a -h / sin'a, 
v' = r sin' a -f- r cos'a ; 

d'où # 

V -h v' = r -{- t. 

On arrive donc à ce théorème remarquable : 
Dans toute surface, la somme des courbures de deux 
sections normales faites en un même point par deux 
plans rectangulaires quelconques est constante. 

Cette somme est donc celle qui se rapporte aux deux 
sectionsqui passent les directions principales en ce point, 
puisque ces directions sont rectangulaires. -Les valeurs 
de V qui s'y rapportent s'obtiennent en donnant successi- 
vement à a les valeurs o et - : elles sont donc r et /. 

2 ' • 

On peut remarquer que l'expression de r, donnée par 
la formule (2), reste* la même quand on change a en 
2 7: — a. D'où l'on conclut que , pour deux plans normaux 
symétriques par rapport à l'un quelconque de ceux qui 
passent par les directions principales, la courbure des 
sections est la même. 

On peut encore faire une autre observation qui n'est 
pas sans intérêt. Si l'on partage en parties égales infini- 
ment petites l'espace angulaire autour d'un point quel- 
conque d'une surface, et qu'on fasse passer des plans par 
ces lignes de division et la normale, la moyenne des 
courbures de toutes ces sections sera la demi-somme des 
courbures principales ^ c'est-a-dire des courbures des sec- 
tions principales. Car on peut partager toutes ces sections 
en groupes de deux sections ayant leurs plans perpendi- 
culaires-, et, comme dans chaque groupe la somme des 
courbures est la demi-somme des courbures principales, 
la moyenne générale sera aussi cette demi-somme. Enfiu 
cette courbure moyenne n'est autre chose que celle de la 



INTÉGRATION DES Kf^UATIONS DIFFERENTIELLES. 349 

section équidistante des deux sections principales. Car , 

en faisant a = 7» on trouve 
4 



257. Lorsque les coeflScieuts r et / sont de même signe, 
auquel cas on peut les supposer positifs, puisque cela ne 
dépend que du sens dans lequel on prend z positif, il est 
facile de voir qu'il existe un maximum et un minimum 
pour la courbure des sections normales. En effet, la va- 
leur de r> peut se mettre sous la forme 

V = /•-+■ [t — r) sin-'a, 

et Ton reconnaît immédiatement que, si Ton a t — /*^<), 
la plus petite valeur de v correspond à a = o, et sa plus 

grande à a = -; ces valeurs sont r et t. L'inverse a lieu 

si Ton a t — r<^o\ d'où Ton conclut ce théorème : 

De toutes les sections normales faites en un même 
point rVune surface^ celles qui passent par les directions 
principales en ce point présentent le maximum et le 
minimum de courbure, 

Nous donnerons à ces deux sections particulières le 
nom de sections principales. 

Les directions des tangentes à la surface . qui sont dans 
le plan de ces sections, sont déterminées par l'équa- 
tion (3) du n°247, et, par suite aussi, les directions 
principales et les tangentes aux lignes de courbure. 

On aura donc l'équation différentielle des lignes de 
courbure, en remplaçant dans Véquation (3), cosa, 
cosê, cosy parles quantités proportionnelles dx^ dy^ dz. 

On trouvera ainsi 

rdx -h sdy tdy^-\- sdx 



(i H- p"") dr. 4- pqdy (i -h y') dy -\- pqd:v 
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258. Supposons main tenant que /' et t soient de signes 
contraires, et que /', par exemple, soit positif. A partir 
de a = o, qui donne v = i\, v va en diminuant jusqu'à o, 

qui cor/espond à tanga = — Il devient ensuite négatif; 

ce qui apprend, comme nous Tavons fait remarquer, que 
le centre de courbure passe de l'autre coté du plan tangent. 

Pour a = -5 v prend sa valeur maximum, qui serait un 

minimum si Ton faisait abstraction du signe. Il passera 
ensuite symétriquement par les mêmes valeurs dans les 
trois autres angle» droits. On retrouve ainsi les résultats 
déjà obtenus par d'autres considérations. Il en serait de 
même pour le cas où l'un des coefficients r, t serait nul. 

Longueur et position de la commune perpendiculaire 
à deux normales infiniment voisines. 

259. Prenons Tune des normales pour l'axe AZ 
( fie' 9) 9 ^' pour axes des .r et j^ les tangentes aux sections 
normales de courbure maximum et minimum. En em- 
ployant les mêmes dénominations que dans les n^* 25 i , 
253, on aura, poui la seconde normale, 

cosX =r s/cosa, cosY== ersiua, cosZ = — i, 

sin Z = Z = 8 sjr^ cos'a -4- t^ sin^a- 

Soit mené par AZ [fig- 9) un plan ZAV parallèle à la 
seconde normale MIN', les cosinus des angles de la 
trace AV avec les axes AX , A Y «eront dans le même 
rapport que pour toute droite comprise dans le plan ZAV , 
et , par conséquent , que pour la parallèle à la normale. 
Si donc on fait VAX = y , on aura 

coscp rcosa t^ 

-T— = — ; — 1 ou tang© = - tang a. 
sincp /sina r ° 

Or la longueur de la plus courte distance (J des deux 
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normales est égale à la perpendiculaire MI abaissée d'un 
point de MN sur le plan ZAV-, on aura donc 

^ = 6sin(^ — a) =« (sin(p cosa — sina coscp), 



^Sina reosa 

Sin (p = -- .^.j =rz 9 cos^ =: 



y/r' cos' a -h ^* sin^ a sj r^ cos' a H- ^' sin a 

il vient 

e (^ — r) sina cosa sgd 

yr'cos^a 4-^'sin'a ^ 

d'après les dénominations déjà employées. 

On"* voit qu'elle est nulle, quel que soit a , si -t = r, et 
que , dans le cas contraire, elle ne Test que pour a = o 

et a = -5 e'cst-à-dîre pour les normales menées suivant 

les directions des sections principales. Pour toutes les 
autres valeurs de a, elle est infiniment petite du premier 
ordre. 

Si l'on désigne par p , p' les rayons de courbure prin- 
cipaux , on a 

P — 7 ' ^ ~ 7 
et 

^ 6 (p — p') sina cosa 

V'p' sin' a -f- p' ^cos' a 

On peut remarquer que la direction de MI , ou de la 
commune perpendiculaire aux deux normales y est celle 
de la tangente conjuguée de AM. 

En effçt , la tangeiite.de l'angle de MI avec AX est égale 

à — cot (p ou '- ; le produit de celte tangente par 

tanga est donc 5 ce qui démontre la proposition. 

260. Cherchons maintenant la hauteur à laquelle se 
trouve située la commune perpendiculaire aux normales 



AZ; MN . Il faut pour cela mener, par la projection I de M 
sur ZAV, une parallèle à M>', et chercher sa rencontre ]N' 
avec AZ. Or Tangle de IJN' avec AZ étant celui qui a été 
désigné par Z , on aura 



^^ = Y = — Z— =^zV'-z«=— z^ 

Et, comme 0, ro, Z sont les trois côtés d'un triangle 
sphérique rectangle infiniment petit , on a 

Z' = 9»-f-w% 



el, par consé([uent, 



-=!• 



Le point N' est donc très-différent du centre de cour- 
bure R de la section ZAU , dont la distance à A est 

En introduisant R dans l'expression de AN', on lui 
donne la forme suivante : 

AN' est donc plus petit que R puisqu'on a Z > ô , et le 
pied ]N ' de Ja perpendiculaire commune est entre A et le 
centre de courbure de la section. Pour que l'on ait 

AN '== R , il faudra que - = i et , par suite , - = o ; alors 
Z Z 

3 sera nul : cela n'a lieu que pour les sections principales. 
Si l'on voulait connaître la distance du centre de cour- 
bure de la section ZAII à la normale MN, il suffirait de 
considérer le triangle rectangle dont R serait l'hypoténuse 
et w l'un des angles aigus. La distance cherchée serait ainsi 
Rsinu) ou simplement Ro). Son rapport à la commune 



INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉ^^ENTIELLES. 353 

perpendiculaire d dont la valeur est cî = — = ——9 sera 
donc r* 



Théorème de M, Du pin sur les surfaces orthogonales . 

261 . Ce théorème consiste en ce que : Si trois séries 
continues de sw faces se coupent mutuellement, et de telle 
manière quelles soient à angle droit en chaque point 
de leur rencontre, ces lignes d* intersection seront pour 
chaque surface ses lignes de courbure. 

M. Bertrand a déduit de son théorème fondamental 
une démonstration très-simple de cette proposition. Con- 
siçlérons, en effet, trois séries de surfaces orthogonales, 
et soient en un point A (fig- 10), AX, AY, AZ les tan- 
gentes aux courbes d'intersections des surfaces que don- 
nent respectivement en ce point les trois séries que Ton 
considère. Prenons sur ces courbes les points M , N , P à 
des distances infiniment petites égales du point A. En 
chacun de ces points les normales aux deux surfaces qui 
y passent sont perpendiculaires. Soient a, 6, y et o/, S\ / 
les angles que font respectivement avec les axes AX, AY, 
AZ les deux normales M/rt, Mm\ on aura 

cos a cos a' 4- cos 6 ces 6' H- ces 7 cos 7' = o. 

Or a et a! diffèrent infiniment peu d'un angle droit, et 6, 
/ sont infiniment petits : cette équation deviendra donc, 
en négligeant les infiniment petits du second ordr^, 

{a) cos6'-f-cos7 = 0. 

Soient de même «i, 61, yi, et a,, 6',, y\ les angles corres- 
pondant respectivement aux normales N», Nn', et enfin 
«1; 6,, yj, a'j, 6j, y\ ceux qui correspondent aux nor- 
II. a3 
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iiialrs P/>, P/>' : ou aura seniblablemeiil 

(b) cos y\ -h cos a, = o , 

(c) cos a, 4- cos 6, =r G. 

Ces trois équalîons (a), (fc), (c) résultent de ce que les 
trois surfaces sont rectangulaires en tous les points de 
leurs intersections respectives. Maintenant , d'après le 
théorème de M. Bertrand sur les normales à une même 
surface, on aura les trois suivantes , dont la première se 
rapporte à la surface qui a pour normale AX, la seconde 
k celle qui a pour normale A Y, et enfin la troisième à 
celle dont la normale est AZ : 

(el) ces 6, = 008 7', , 

(e) cos 7 = cos ql\ y 

(/) cos ai = cosS'. 

La combinaison de ces équations avec les trois premières 
conduit facilement à la démonstration de la proposition 
que nous avons en vue. En effet, si nous reportons dans 
les premières les valeurs de trois des cosinus qui entrent 
dans les dernières, par exemple ceux qui forment les pre- 
miers membres, il vient 

cos6'-Hcosa'2 = o, cos7'i-4-cos6'=:o, cosa'j-|-cos7', = o. 

Ajoutant les deux premières et retranchant la troisième, 
on obtient 

2 cos 6' = o , ou cos 6' = o , 

équation qui en entraîne immédiatement cinq autres; de 
sorte que Ton a 

cos 6' = o , cos 7 =r o , cos a'j = O , 
COSê, = o, C0S7'i = o. cosa, = 0. 

La première exprime que la normale Mm' est dans le 
plan ZXî et par conséquent rencontre la normale AZ; 
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d^où il suit que AM est dans la direction d'une ligne de 
courbure de la surface à laquelle AZ est normale. Il en 
serait de même des autres*, de sorte que ces six équations 
démontrent que les trois intersections des surfaces pro- 
posées sont sur chacune d'elles dans les directions de ses 
lignes de courbure. 

Cette propriété ayant lieu en tous les points d'une 
quelconque de ces courbes, elle ne sera donc autre chose 
qu'une ligne de courbure de chacune des surfaces dont 
elle est l'intersection. On peut donc énoncer le théorème 
suivant, qui est c^lui de M. Dupîn : 

Lorsque trois séries de surfaces se coupent orthogo- 
nalement, leurs intersections ne sont autre chose que 
leurs lignes de courbure respectii^es , 

Et comme dans les calculs précédents on n'a fait entrer 
que la considération des trois surfaces qui passent au 
point A, on peut énoncer lé théorème suivant, qui en- 
traine celui de M. Dupin : 

Si trois surfaces se coupent de manière à être nor- 
males en tous les points où elles se rencontrent, les 
courbes d'intersection seront, sur chacune des trois sur- 
faces, tangentes aux lignes de cowjyure menées par le 
point commun aux trois surfaces, • 

Remarques générales sur les systèmes de droites menées 
par tous les points de l'espace , 

262. Les propriétés que nous avons déduites de la for- 
mule (3) , relativement aux normales à une même surface, 
sorjt caractéristiques ^ c'est-à-dire qu'elles n'auraient pas 
lieu relativement à un système de droites dont la posi- 
tion serait déterminée pour chaque point de lespace par 
des fonctions continues de ces coordonnées, mais qui ne 
seraient pas normales à une série de surfaces. Il n'en est 

23. 
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pas de même de propriétés déduites de la formule {2); 
elles ne caractérisent pas spécialement les noirnales à une 
même surface « Nous allons démontrer ces propositions 
remarquables, qui se trouvent encore dans le Mémoire 
de M. Bertrand. 

Soient X, Y, Z des fonctions continues des coordon- 
nées rectangulaires a:, y, z d'un point quelconque : elles 
déterminent pour ce point une droite unique qui fait avec 
les axes des angles dont les cosinus c, c', d' sont propor- 
tionnels à ces fonctions. Si l'on pose 

et que l'on considère toujours le sens correspondant au 
signe -f- de ce radical , ces cosinus auront pour valeuf s 

Soient maintenant M [fig* 11) lui point. quelconque de 
l'espace ayant pour coordonnées x^y^ z\ MN la direction 
déterminée parles équations (i) •, MU, MV deux directions 
faisant des angles droits l'une avec l'autre, et avec MN; 
a, a', a" et 6, t', b" les cosinus des angles qu^elles font 
respectivement avec les axes. Prenons, sur ces directions, 
deux longueurs infiniment petites, MD = MD'= e, et aux 
points D, jy menons les droites DP, lyp, déterminées 
encore par les équations (i) au moyen des coordonnées de 
ces points respectifs. 

Cela posé, nous allons démontrer d'abord la première 
. proposition que nous avons énoncée, et qui consiste en ce 
que les lignes DP, D'P' ne feront des angles égaux avec 
les plans NMD, NMD', et dans le sens indiqué, que lors- 
qu'il sera possible de faire passer par un point arbitraire 
de l'espace une surface qui, en chacun de ses points, soit 
normale à la droite déterminée par lear formules (i). Dé- 
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terminons d'abord F angle (ù de DP avec le plan NMU, 
ou son complément, qui est l'angle de DP avec MV. 
Remarquons , pour cela , que les coordonnées du point D 
seront 

et que les fonctions c, c', c" de x, y^ z deviendront res- 
pectiveBÈient , pour ce point , 

(de ,dc „ dc\ 

dx dy dzj 

( de' ,dc' „dc'\ 

/ de" ^dc" „de"\ 

D'après ces valeurs des cosinus des angles de DP avec les 
axes , le cosinus de l'angle de DP avec MV, ou le sinus de 
l'angle w, ou enfin cet angle lui-même, puisqu'il est in- 
finiment petit, aura pour expression ^ en observant que 
ronaftc^-iV+iV = o, 

* ,1 de .,d€ ,dc\ ,, / de' ,dc' „dc'\ 

^„ f de'' ,dc" „dc'\ 

\ dx dy dz ] 

Il est presque inutile de remarquer que, si l'on prenait le 
point D sur une courbe quelconque tangente à MD, la 
valeur de co ne subirait aucun changement, puisque nous 
négligeons les infiniment petits du second ordre. 

Si maintenant on veut calculer Tangle de D' P' avec le 
plan NMV, et dans le même sens paf rapport à ce plan , 
il faudra , dans l'expression précédente, changer <3, a', al\ 
en b , h\ b'\ et h . h\ h" en — a, — a', — a". Si donc on 
prend cet angle en sens contraire, ce qui se fera en chan- 
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géant les signes , on ^ura , en le désignant par co', 

"="'i's"^***'sr"'r£-^*^-*-'5) 



-■n 






Ce que nous cherchons, c est la condition pour que a)=«', 
quelle ^ue soit la direction MU. Or, c^n formant la diffé- 
rence 0) — 0)', et se rappelant les formules connues 

qui résultent de ce que les trois directions en M sont rec- 
tangulaires comme les axes, on trouvera immédiatement 

,o. , V „ (àc dd\ ,(dc" dc\ [dc^ ^c"\"l 

La condition nécessaire et suffisante pour que les angles 
0), tù' soient égaux, est donc que le second membre de cette 
équation soit nul -, et l'on remarquera que , comme U ne 
dépend que de quantités constantes pour le même point 
M, 57/ est nul pour une certaine direction choisie pour 
MU, ille sera pour toute autre. Mais on peut, dans cette 
équation de condition , substituer aux quantités c^d^d^ 
les quantités respectives X , Y , Z qui leur sont propor- 
tionnelles. Car la forme de cette équation fait reconnaître 
immédiatement que l'inlroducliôn d'un facteur commun , 
fonction de x^ y ^ z^ dans les quantités c, c\d^ ^ ne pro- 
duirait que des lôrmes qui se détruiraient, et un facteur 
commun que Ton pourrait supprimer. 

Ainsi la condition analytique nécossainî et suffisante 
pour l'égalité des ajiglcs o) , w' est 

Or cette eoiicHtion est précisément celle de rîutégrabilité 
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de rexpressioa 

X r/x -hY cijr -^ Zdz :^ o; 

et, quand elle sera remplie, cette dernière équation re- 
présentera une série de surfaces, en chaque point des- 
quelles la normale fera, avec les axes, des angles dont 
les cosinus seront proportionnels à X, Y , Z. 

Ainsi, VégaUté des angles o)^ tù' en un point quelr- 
conque M de P espace y entraîne cette conséquence , que^ 
par un point arbitraire , on peut faire passer une surface 
telle, que ses normales se confondront av^ec les droites 
du système en question. 

Cette propriété , que nous avions reconnue pour une 
surface quelconque, est donc caractéristique ^ elle n'ap- 
partient qu'aux normales à une surface : elle ne subsiste 
plus pour tout autre système de droites. 

263. Le second membre de Féqualion (3) ne dépendant 
nullement de la direction particulière de MU , il s'ensuit 
que la différence des angles o), w', qui est nulle dans le 
cas des normales à une même surface, est constante 
pour, un même point, lorsque l'on considère un système 
quelconque de droites , déterminées en chaque point par 
des fonctions continues de x^ y^ z. Cette remarque est 
due à M. Sturm. 

264. Passons maintenant aux propriétés résultantes de 
la comparaison des courbures des sections normales faites 
dans une surface par des plans formant entre eux un 
angle droit ; et voyons si elles sont caractéristiques comme 
les précédentes, ou si elles subsistent lorsqu'au lieu des 
normales à une même surface , on considère un système 
continu quelconque de lignes droites. Dans une surface, 
les normales à la section ne sont autre chose que les pro- 
jections des normales à k surface sur le plan de cette sec- 
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«1 V, La règle ordlnairr conduit à ré(|iiation 

/de dc'\ [de dc'\ 

d'où il résulte que les valeurs de a ne construiront que 
deux directions, à angle droit l'une sur l'autre, et corres- 
pondant, par conséquent, Tune à un maximunoi et l'autre 
à un minimum de courbure. 

On voit donc que les propriétés relatives à la cour- 
bure des sections normales ne sont pas caractéristiques 
pour les surfaces \ car elles se retrouvent pour tout sys- 
tème de directions déterminées en chaque point par des 
fonctions continues quelconques des coordonnées de ce 
^ point. Cette distinction entre les propriétés qui con- 
viennent à tous les systèmes et celles qui ne conviennenl 
qu'aux normales à une série de surfaces, mérite une at- 
tention particulière. 

26S. Nous terminerons cette discussion par la re^cherche 
des directions perpendiculaires à MN [fig* 11) , suivaul 
lesquelles il faudrait marcher pour que les droites infini- 
ment voisines se rencontrassent. On sait, par ce qui pré- 
cède, qu'il ne peut y en avoir deux rectangulaires eu 
cha([ue point 5 car alors les droites proposées sellaient nor- 
males à une même surface-, mais on ignore s'il en existe, 
et comment elles se trouveront situées. 

Soil MU une direction telle, que la droile ]NP du sys- 
tème, menée par le point D situé à une dislance infini- 
ment petite e de M, rencontre MN, en négligeant tou- 
jours les infiniment petits du second ordre. 

Il est nécessaire et suffisant, pour cela, que l'angle ft), 
exprimé par la formule (3), soit nul. Cette condition 
sera plus facile à interpréter si Ton prend la droite MN 
pour axe des z \ on aura alors 
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et si l'on désigne par a l'angle de MU avec l'axe des x, 
d'où résultera 

a = cosa, «'==sina, ^==-7-sina, ft'=:cosa, 

l'équation qui exprime la rentontre de MN avec les droites 
infiniment voisines devient 



de . . fdc d(/\ d& 

-sm^cc4-sin«cosa(^---j-~ 

ou, en divisant par cos*a, 

de ' {de d(f\ de' 

(^) ;^tang»--h(^---jtanga--^o. 

Cette équation étant du second degré prouve qu'en chaque 
point il y a deux directions au plus jouissant de la pro- 
priété en question , si l'on excepte les points singuliers 
po\ir lesquels les trois coefficients seraient nuls , auquel 
cas toute valeur conviendrait pour a. On peut d'ailleurs 
facilement vérifier que ces deux directions, lorsqu'elles 
existent, ne peuvent être à angle droit en chaque point, si 
les droijtes du système ne sont pas normales à une même 
surface. En effet, la conditiond'intégrabilité de l'équation 

X//.r-f- YflÇr-f-2é/z = o 

n'ayant pas lieu , on n'a pas , à l'origine des coordonnées, 

^X e/Y_ dc___dc' 

dy dx ^ dy dx 

donc le produit des racines de l'équation (g^), qui est 
d£ 

dx ^ / 1 ^ P 1 T 

— — ? n est pas égal a — i, et, par conséquent, les di- 

rections données par les deux racines de cette équation ne 
sont pas rectangulaires. 
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Lignes de courbure, 

266. Si, par tous les points d'une ligne tracée sur une 
surface, on mène des normales à cette surface, elles sont, 
en général , dans des plans "différents , et la plus courte 
distance de deux d'entre elles, correspondantes à des 
points infiniment voisins sur la surface, est un infiniment 
petit du même ordre ([ue la distance de ces deux points et 
que l'angle de ces mômes normales. 

Nous avons déterminé , dans le n*^ 257 , les équations 
différentielles des lignes qu'il faudrait tracer sur une sur- 
face pour que la plus courte distance des normales succes- 
sives fût, non pas nulle, mais infiniment petite par rap- 
port à la distance des points correspondants de la surface, 
ou, en général, à Faccroissement infiniment petit du pre- 
mier ordre des paramètres qui en déterminent la posi- 
tion 5 et nous avons vu que cette plus courte distance sera 
au moins du troisième ordre. Il est facile d'en conclure 
que les normales se trouveront alors tangentes à une 
même courbe à double courbure ^ et que leur ensemble 
formera, par conséquent, une surface dé veloppable. 

En effet, soient M, Mi, Ms, . . . les pieds des perpen- 
diculaires communs à chacune de ces droites successives 
et à la suivante. Le polygone MMi Mj , . . . aura ses côtés 
infiniment petits du premier ordre , si Ton excepte le cas 
particulier où tous ses sommets tendraient à se réunir en 
un même point. Il tendra donc vers une certaine courbe 
généralement à double courbure. 

Si maintenant on considère le triangle qui a pour 
côtés MMi et la commune perpendiculaire passant par 
M, son angle en Mi sera infiniment petit, jpuisque le côté 
opposé est d'un ordre supérieur à MMj •, d'où il suit que 
l'angle de MMi avec la droite du système qui passe en 
M, y tend vers zéro. Donc toutes ces droites ont pour li- 
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mites les tangentes à la courbe limite des points M, Mi, 
Mj, .... Nous avons nommé lignes de courbure les lignes 
tracées sur une surface , et jouissant de cette propriété 
que la plus courte distance des normales est du troisième 
ordre. Nous allons les retrouver par cette considération 
que leurs équations soient satisfaites par les coordon- 
nées d'un même point, en négligeant les infiniment pe- 
tits d'ordre supérieur au premier. 

Soient x, y, z les coordonnées d'un point quelconque 
d'une surface, les équations de la normale en ce point se- 
ront 

jr — a:'-H/?(z — z')= O, ^— y-f-gr(z — 3') =0. 

Le point d'intersection de cette ligne et de la normale 
au point infiniment voisin, dont les cJoordonnées sont 
x' -{- dx'^ y -^ ^'? z'-{- dz\ sera donné, en négligeant 
les infiniment petits d'ordre supérieur au premier, par la 
combinaison de ces deux équations et de leurs différen- 
tielles par rapport à x',^', z\ qui sont 

— da/''pdz'-{'{rda/-{'Sdy){z — t!) =o, 
^ df '-' qdz' -{- [tdf -\'Sdx')[2^ «') = 0, 

ou, en remplaçant dz' par pdxJ + qdy\ 

(l -^ p^) dx' -h pq df =1 {rda:' -h sd/) {z •-- zf) , 



(8) 

^(l^q^)dy-^pqda/=.{tdy'i-sdx'){Z'-'z'). 

La condition pour que les deux normales se rencon- 
trent, s'obtiendra en exprimant que les valeurs de z — z^ 
sont les mêmes dans ces deux dernières équations; ou re- 
trouve ainsi l'équation du n*' 257 , 

(i^p^)da/-\'pqdy __ {i-\-q ^ )dy'^pqdx' 
rdx'-^sd/ "" tdy-^sdx' 

équation qui est la même que l'équation (3) du même 

dy 
numéro, et donne, par conséquent, pour -7-7 les deux 
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Lignes de courbure 



206. Si , par lous les points d'u» 
suriace. on niùue des uormalcs i 
v\\ î^éiiéral , dans des plans *dî 
distance de deux d'entre e' 
points iiiiiuîment voisins s 
petit du même ordre que 
que r angle de ces mê* 

\ous avons déten 
ditlëi-entielles des ^ 
face pour qne la - 
sives fût, non 
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on trou- 

aux équa- 
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•lies salisfe- 

i plus courte 

iiment petit du 



on lui donnera la forme 
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OU, en gén- 
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au V 



ûf marque. — Si Ton considère la normale en un 
/•'J J "une surface , on peut se proposer de déterminer 
™ *^^fl)e qu il faudrait tracer sur la surface pour que les 
^* Jes à f'Cttc surface menées par tous les points de 
^^^urbe rencontrassent rigoureusement la première. 
C^ie courbe aurait la même tangente en M que la ligne 
.^ courbure, mais ne se confondrait pas avec elle. On a 
^ijsé qu'en prenant sur celte courbe à partir de M un arc 
jjïfinimentpelil -MM', puis construisant une courbe jouis- 
sant de la même propriété relativement à la normale en 
Ai', et continuant ainsi indéûninicnt, on aurait.tracé sur 
la surface une courbe telle, que les normales menées par 
ses diiîérents points se rencontreraient rigoureusement, 
ce qui n'a pas lieu pour les lignes de courbures. Cette 
supposition est illusoire. On remanpiera d'abord que les 
normales aux divers points d'un de ces arcs infiniment 
petits cou[>ont toutes la première, mais ne se couperaient 
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tre elles ; de sorte qu'il ne faudrait considérer que 

* mes , ce qui n'oflVe rien de bieil net à l'esprit. Il 

ie voir ensuite que le lieu limite de ces arcs 

^lose que la ligne de courbure. Car puisqu'on 

--^ noints il est tangent à la ligne de courbure 

'^.^ \ t , le — y a la même valeur, et Téqua- 

V * nette ligne est la même, et conduira 

W • 'nie. Il reste donc à s'expliquer 

\ ,ieu des normales qui ne se rencon- 

asement , peut être la limite d'une sur- 
par les normales qui se rencontrent réelle- 
« est-à-dire comment une surface polyédrique peut 
^dre vers une surface où les génératrices successives 
ne se coupent pas. Or c'est ce dont on rencontre à chaque 
instant des exemples. Par exemple, la surface formée par 
les côtés infiniment petits d'un polygone inscrit dans une 
courbe à double courbure, a pour limite celle qui est 
formée par les tangentes 5 cependant ces dernières ne se 
rencontrent pas, tandis que les génératrices de la première 
surface, ou les côtés indéfinis du polygone, se rencontrent. 
C'est même à cause de cela qu'on appelle surface dé\^elop^ 
pable le lieu de ces tangentes, parce que c'est la limite 
d'une surface composée de faces planes ayant chacune une 
droite commune avec la suivante, et pouvant par consé- 
quent être rabattues toutes sur un même plan , sans solu- ^ 
tion de continité. 

dy 
268. Si l'on élimine -^ entre les équations (8) , il vient 



(10) 



dx' 
i-t-/?' — r[z — z') pq — s [z — z' ) 



pq — s^z — z') I 4-7»— 5(z— x'j 

Cette équation, jointe aux équations de la normale 

.r — .r'-+-/7(z~2') = 0, ^ — 7' 4- 7 (« — «') = 0, 
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déterminera les coordonnées x^j'^ z du point de ren- 
contre des deax normales infiniment voisines ; et Ton aura 
la surface , lieu de tous ces points de rencontre , en élimi- 
nant x\ y\ 2' entre ces trois équations et celle de la sur- 
face donnée. 

269. Les équations (8) ne diflfèrent des équations (3) bis 
que par le changement de — en [z — z'). La valeur de 

(z — z*)\Ji + p^+q^^ ou la partie de la normale com- 
prise entre le point de la surface et le point de rencontre 
avec la normale infiniment voisine , sera donc égale à 

jr^i-\-p*'\- q^ ouk R. Ainsi , les distances du point de 

la surface aux points où les normales infiniment voisines 
se rencontrent, sont égales aux rayons des courbures prin- 
cipales. Ces deux points de rencontre ne soot donc autre 
chose que les centres des courbures principales. 

270. Cela posé , déterminons la courbe qui , en chacun 
de SCS points, jouit de la propriété d'être tangente à la 
section principale, et qui est telle, par conséquent, que 
les normales à la surface , menées par deux points infi- 
niment voisins , pris sur cette courbe , se rencontrent. Les 
coordonnées x\y'^ 2' d'un quelconque de ces points sa- 
tisferont à l'équation (9) et à celle de la. surface : cette 
dernière donne z' en fonction de x\y\ et, si l'on substi- 

• lue cette valeur dans l'équation (9), on aura une équa- 
tion du premier ordre entre x', y\ et du second degré 

par rapport à -^•, on l'intégrera, et Ton aura deux équa- 
tions finies, renfermant chacune une constante arbitraire, 
que Ton déterminera en exprimant que chacune de ces 
deux équations entre x* et y' est satisfaite par les coor- 
données du point de la surface par lequel on voudra faire 
passer les courbes. 
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C'est ainsi qu'on déiermine les équalions de ces lignes 
remarquables auxquelles on a donné le nom de lignes de 
courbure, 

271. Cherchons maintenant l'équation de la surface 
développable , lieu des normales à la surface donnée , 
menées par tous les points d'une de ces lignes de cour- 
bure. 

Les équations d'une quelconque de ce& normales se- 
ront 

ar — jc'+^(z — z') = o, j— j'-H^ (z — z') =0, 

et les coordonnées ocf^y'^ z' devront satisfaire à l'équation 
de la surface donnée et à l'intégrale de l'équation (9). Si 
donc on élimine xf^ y, z' entre ces quatre équations , 
l'équation finale entre a/, j^, z^ sera celle de la surface 
cherchée. 

Les deux surfaces obtenues ainsi pour les deux lignes 
de courbure qui passent par un même point , se coupent 
à angle droit-, et, en général, toutes celles qui se rap- 
portent à Tun des systèmes de lignes de courbure coupent 
à angle droit toutes celles qui se rapportant à l'autre 
système. 

272. Enfin , si l'on veut connaître le lieu des points 
de rencontre des normales consécutives, ou l'arête de re- 
broussement de la surface qui est le lieu de ces normales , 
il faudra joindre l'équation (10) à celles qui ont déterminé 
l'équation de cette surface. On en éliminera ocf^ y^ zf .au 
moyen des deux équations de la normale, et'de celle de la 
surface donnée 5 on aura ainsi une seconde équation 
entre a?, j^ 2, qui, joinle à celle de la surface dévelop- 
pable, déterminera l'arête de rebroussement qui corres- 
pond à la ligne de courbure que l'on considère. 

Cette seconde équation entre x, j', 2, étant indépen- 
II. 24 
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dantc de la ligne de courbure, est satisfaite par les arèles 
de rebroussement relatives* à toutes les lignes de courbure 
de la surface donnée ; elle représente donc le lieu de ces 
arêtes, ou de tous les points de rencontre des normales 
consécutives de la surface donnée. 

273. Les points de rencontre des normales consécu- 
tives sont, comme nous Tavons dit, les centres des cercles 
osculateurs des sections principales; mais il faut bien se 
garder de croire qu'ils soient les centres des cercles oscu- 
lateurs des lignes de courbure; car les normales qui y 
passent sont tangentes à une même courbe, propriété qui 
n'appartient jamais aux normales qui passent par les 
centres de courbure d'une courbe qui n'est pas plane. Or, 
en général , les lignes de courbure ne sont pas planes ; et 
même elles pourraient Tètre sans que leurs cercles oscu- 
lateurs se confondissent nécessairement avec ceux des 
sections principales : on en voit un exemple trèls-simple 
daiis les parallèles d'une surface de révolution» Il faut, 
pour que les centres de courbure des sections principales 
soient ceux des lignes de courbure , que les plans oscula- 
teurs de ces^ lignes soient normaux, et que, par consé- 
quent , les lignes de courbure soient les lignes de plus 
courte distance sur la surface. 

Application au paraboloïde elliptique, 

274. Soient 2a, 2 2» les paramètres des paraboles prin- 
cipales d'un paraboloïde dont l'axe est dans la direction 
des z positifs-; l'équation de cette surface sera 






et l'on aura 



X y II 

'^ a a h 
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L'équation (9) , qui appartient aux deux lignes de cour- 
bure, devient ainsi , en posant - = A,a(a--r-i)=B, 

^*-^'(l) + ("' - ^^' -^ ^^ I - "^ = •*• 

Si Ton différentie cette équation, on obtient 

-Kl)'-] ('!-)=«• 

Si Ton tire de la précédente la valeur de x* — Aj^*-i- B, 
et qu'on la reporte dans la dernière, on trouve 

Divisant par xy—t elle devient' 

d^y ^ 

dx^ dx \ 

dy y X 

dx 

Les trois termes étant des dérivées exactes, on aura, en 
intégrant, 

I. --/- + 1.^ — 1. x = o, ou -f = C-, 
Q dx dx y 

d'où Ton tire, en intégrant de nouveau, 

Mais cette équation, avec deux constantes arbitraires, est 
l'intégrale de l'équation du second ordre, et doit renfer- 
mer, comme cas particulier, celle de la proposée. En sub- 
stituant celte valeur de y dans réquatioin du premier 

2.4 • 
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ordre , on irouvcM-a entre C et C une eondition qui ré- 
duira CCS constantes à une seule. Cette condition est 

BC 

C = — 1 de sorte que l'équation généraje des lignes 

I "4" Al» 

de courbure du parai>oloïde est 

BC 

OU, en substituant à A et B leurs valeurs, 

Ces courbes se projetteront donc sur le plan des x et j 
suivant des hyperboles ou des ellipses, suivant que C sera 
positif ou négatif. 

La valeur de cette constante sera déterminée si Ton 
donne les coordonnées x', y\ du point de la surface par 
lequel on veut faire passer la ligne de courbure : on aura 
ainsi Féquation 



j'» = Cx''-{--:i^ 



ba(a--b)C 



'9 



ou 

ax'' C» -4- [ b.r'' — a/» + a^ ( a — 6 ) ] C — 6/» = 05 

d'où l'on tire pour C des valeurs réelles inégales, l'une 
positive et l'autre négative, que nous désignerons para 
et — 5. Les équations des deux lignes de courbure qui se 
croisent au point donné ont doue pour équations 

ab (a T^ b)a 
b -+• aa 
et 

a^ — b 
Si Ton suppose a > /> , la parabole, située dans le plan 



maxi- 
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des X eiz^ est celle qui a le plus grand paramètre. Lés 
hyperboles suivant lesquelles se projettent les lignes de 
courbure ont alors leur axe réel dans la direction de l'axe 

des f^ et sa longueur est i/ — ^ ^— ; elle est 

mum pour a = oo , et sa valeur est ^b(a — i) , les hyper- 
boles se réduisent alors à Taxe des j^. On voit donc qu'en 
portant sur Taxe desj^', de part et d'autre de l'origine, 
des longueurs égales à ^b (a — i) , on aura les limites 
entre lesquelles tombent les sommets des hyperboles, qui 
sont les projections d'un des systèmes de lignes de cour- 
bure. 

L'équation qui représente les projections des lignes de 
l'autre système donne toujours des ellipses réelles, parce 

que l'on a aS — i > o, ou 6 > — En effet, si Ton sub- 

slitue à C dans l'équaiion qui détermine cette con- 
stante , on trouve un résultat négatif; et, comme elle n'a 
qu'une seule racine négative, cette racine est numéri- 
quement plus grande que - -, ainsi l'on a 6 ^ - > quels 

que soient x\ y'^ et l'équation ne donne que des ellipses 
réelles. 



axe 



Le demi-axe des x est égal à 4 / — ^ 7-^> et le demi- 

des j^ à i / — , ' La valeur minimum de ce der- 
nier correspond à 6 = oo , et est ^i (a — i) 5 elle donne 
les mêmes points déjà trouvés pour la limite supérieure 
des axes réels des hyperboles. Dans ce cas , l'ellipse se 
confond avec une partie de l'axe des y. 

Si Ton a x' = 0^ une valeur de C est infinie; l'autre 
est positive si l'on a j' <^\/b (a — i), et négative dans 
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le cas contraire. Dans le premier cas, les deux ligues 
de courbure sont une hyperbole et Taxe des y ; dans le 
second cas , elles se composent d'une ellipse et de Taxe 
des y. 

Sijr'=o, une des valeurs de C est nulle, et Tautre 
négative. Les deux lignes de courbure sont alors une 
ellipse et Taxe des x. 

275. Les équations qui déterminent les ombilics de- 
viennent, dans le cas que nous examinons , 

xy = o, « { J^' -f- h^) = 6 (x* 4- a^)\ 
ce qui donne les deux systèmes 

j: = o, j = ± ^b {a — ^), et /=o, j?ï=±^fl [h — a). 

On voit qu'un seul donne des coordonnées réelles; et, 
dans le cas actuel, c'est le premier, puisque nous avons 
supposé fl > ft. Il y a donc deux ombilics dans le para- 
boloïde elliptique; ils se trouvent sur la parabole prin- 
cipale qui a le plus petit paramètre, et ne sont autre 
chose que les deux points que nous avons déjà reconnus 
comme limite des sommets des lignes de courbure. 

276. Si le paraboloïde est de révolution, les ombilics 
se confondent avec le sommet; Les deux valeurs de C 

deviennent ^ et — 15 et les équations des lignes de cour. 

bure sont 

v'» o 

r*=^^' et j' + x'=-; 

la première représente tous les plans passant par l'axe 
de révolution, et la seconde, des cylindres ayant pour 
base, sur le plan xrf^ des cercles de rayon arbitraire, 
^yant leur centre au sommet. Les lignes de courbure sont 
donc les méridiens et les parallèles , comme cela a lieu 
dans toutes les surfaces de révolution. Quant au lieu des 
ciîntres de courbure, il se compose évidemment de l'axe 
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de révolution et de la surface engendrée par la révolution 
de la développée de la courbe méridienne autour du 
même axe. - 

Application à V ellipsoïde, 

^n. Considérons maintenant l'ellipsoïde ayant pour 
équation 

On trouvera par la difïerentiation 

Substituant ces valeurs dans l'équation (9), on x)btient 

cIy 

-h [b\{a'' c^) x" + à" (c' — b') j' — a^ b' {a' — b')] -j- 

+ è' (c' — à^) xy =r o. 
Si Ton pose 

elle devient 

équation de même forme que celle qui vient d'être trouvée 
dans le cas du paraboloïde, et que l'on ^traitera sembla- 
blemcnt. Les projections des lignes de courbure seront 
des ellipses ou des hyperboles, dont la discussion se fera 
sans difficulté. 

FIN UU TOME SECOND. 
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